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Uvod

Mechanika je nauka o pohybu téles & jejich soustav. Soustavou se zde rozumi skupina
spolupisobicich objekti, které jsou podrobeny vnitfnim a vnéj$im vlivim. Klasickd mechanika
predpoklada, Ze jsme schopni veskeré parametry soustav i okolnich vlivli popsat pfesné. Ve
skute¢nosti tomu tak neni. Polohu, rychlost, hmotu, ptsobici sily i jiné vlastnosti popisu-
jeme pouze priblizné a véfime, ze pokud se pfi urceni vstupnich idaji nedopustime p¥ilis
velkych chyb, vysledky nebudou daleko od skutecnosti. Dalsich chyb se bézné dopoustime
zjednodusSovanim vypocetnich modelid. UZivame linearizace nelinedrnich tloh, zavadime
jednoduché typy tlumeni, poé&itame rovinné tlohy namisto prostorovych. Uroveni pfesnosti
vypoctu takového typu je vSak moZzno regulovat zpfesnénim odhadd ¢i méfeni vstupnich
parametrl, pouzitim pfesnéjsitho matematického modelu, vypocétem ve vice dimenzich ¢
jemnéjsi siti v koneénych prvcich.

Existuji vSak neurcité parametry, jejichZz neurcitosti neni mozno se zbavit pfesnéjsim
méfenim ¢ delsim vypocCtem. Neni tinosné méfit s presnosti na desetiny milimetru povrch
koleji na mnohasetkilometrovych tratich. Neni mozné predpovédét pribéh sily vétru pi-
sobici na konstrukci v néasledujici minuté, hodiné ¢ jiné dobé. A stejné tak neni mozZno
predpovédét presny pribéh budouciho zemétieseni.

Mechanika zacala vyraznéji pouzivat statistické metody zhruba pred padesati lety, k
prvinim prikopnikim patiil Caughey (1954); Caughey and Hudson (1955). Prvni mono-
grafii o stochastickych vlastnostech hluku vydal Bendat (1958) a prvni monografii specialné
zaméFenou na mechaniku Bolotin (1961). Po ném néasledoval Robson (1964) a dalsi az do
soucasnosti, z poslednich jmenujme knihu Lin (1995). Zacatkem Sedeséatych let se rovnéz
objevily studie, které se tykaly stochastické dynamické odezvy stavebnich konstrukci na
ucinky vétru a zemétfeseni (napf. Barstein (1959, 1960), Davenport (1962), Novak and
Fischer (1966)). Mezi aplikace stochastické mechaniky pat¥i mimo stavebnictvi i strojiren-
stvi a doprava (napiiklad modelovani nerovnosti jizdni dréhy), letectvi ¢i vystavba lodi a
moiskych vrtnych vézi.

Je nutno podotknout, Ze stochasticky popis seizmickych udalosti, jak byl ptvodné vyv-
inut inZenyry, ale i v nejdokonalejsi formé podle seismologi, mé nésledujici omezeni:

e Model je zaloZen napredpokladu, Ze zdroj zemétieseni je v jediném bodé.

e Model neni vhodny pro simulaci dlouhoperiodickych efekti blizké zény, o¢ekévanych
v okoli zdroje v dusledku skluzu na zlomu.

e Model popisuje ¢asovou proménlivost pohybu podlozi, nikoli vSak prostorovou vari-
abilitu, kterd se uplatni pro rozsahlé konstrukce, jako dlouhé mosty, potrubi, tunely
¢i prehrady.

Seismologové proto upfednostiuji kinematické modelovani pohybu podlozi. Vychazi z mod-

elu déjui na zlomu a sifeni vin ve skute¢ném podlozi. Takovy model pak dava dosti realistické
akcelerogramy pro danou orientaci zlomové plochy, silu a lokalitu déje.



4 UVOD

I pres tento (zajisté opravnény) nazor vSak nemusime stochasticky popis opoustét, ex-
istuje fada aplikaci, kdy je opodstatnény, ¢asto i jediny mozny.

Predkladané prace byla ptivodné zamérena vyhradné na vyvoj numerickych metod pro

FeSeni stochastickych linearnich diferencialnich rovnic a problémy s timto feSenim spojené.
Brzy se vsak ukazalo, Ze toto téma nelze izolovat od fyzikalniho i teoreticky matematického
pozadi. Prace tak prekracuje hranice jednoho oboru. Proto byl do avodni kapitoly zafazen
struény (stru¢ny obsahem, nikoli rozsahem) piehled pouZzitého matematického aparétu.
v piipadé deterministickém. Druha kapitola této préce je proto vénovana popisu seizmo-
gramu jazykem teorie ndhodnych procesi, aby je bylo moZzno pouzit jako vstupni data nu-
merickych metod. Pojednava stru¢né o historii problému, o moznych transformacich (rozk-
ladech) nestacionarnich procest na souc¢et modulovanych stacionérnich procesti a o popisu
(volbé) tvaru spektralnich hustot stacionarnich ¢asti. Jako vlastni pfinos navrhuje obecnou
splajnovou modulaci a vicetiroviiovy rozklad jako nastroje k popisu ¢i odstranéni nesta-
cionarity signalt.

Tteti kapitola je vénovana charakteristice stacionarizovanych zédznamii, zvlasté pak volbé

vhodné spektréilni hustoty.
v deterministickém piipadé. To vede k tomu, Ze vedle analogii metod TeSeni klasickych
problému se objevuji i metody zcela nové. Obéma kategoriim metod je vénovana ¢tvrta a
posledni kapitola. Vénuje se historickému piehledu a v sou¢asnosti vyvijenym (pouzivanym)
metodam. Nové navrhuje modifikace metody korelac¢ni a metody spektralnich rozkladt pro
splajnové modula¢ni funkce, modifikaci korela¢ni metody pro diskrétni ARMA buzeni a
buzeni tvaru vicetiroviiového rozkladu a zobecnéni stochastické Newmarkovy metody pro
pravou stranu rovnice obsahujici derivaci budici funkce. Ukazuje moZnosti metod ve spoji-
tosti s vicedroviiovymi rozklady a evolu¢nimi spektry. Ke kazdé metodé se zde uvadi num-
erické priklady, které jsou detailné popsany v pfiloze A.

Priloha B obsahuje odvozeni metody pro vypocet rozlozené inverze maticového poly-
nomu, kterd je autorovym piispévkem k zakladni verzi metody spektralnich rozkladi.
Priloha C pak ukazuje piiklady analyzy nékolika (viceméné nahodné) vybranych seizmo-
gramil.
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Seznam pouzitého oznaceni

Prace samotna vychéazi z potfeb inzenyrského prostiedi, proto piejima i inZenyrskou ter-
minologii. Proto bude napiiklad korela¢ni (kovarian¢ni) funkce resp. matice bude znacena
jako K (s,t) resp. K(s,t) namisto obvyklejsiho R(s,t). Vyrazem korelacni (matice, funkce,
metoda) je z historickych diavodia minéna nenormalizovand kovariancni funkce. Slovem
buzeni je zpravidla minéna prava (znama) strana rovnice, slovem odezva pak feSeni rovnice.
Slovem seizmogram je minén zaznam pohybti plidy bez rozliSeni, zda jde o polohu, posun ¢&
rychlost. Osklivé slovo stacionarizovany znamena ,stacionarni, vznikly z nestacionérniho.
Matice budou znaceny velkymi tuénymi pismeny, vektory pak malymi tuénymi pismeny.
Vyjimkou bude napiiklad symbol m(¢), ktery oznacuje (podle kontextu) bud matici nebo
vektor modulac¢nich funkei. Symboly, jejichz vyznam pfesahuje hranice jednotlivych odstave,
jsou vyjmenovany nize. Lokilné pouzité symboly mohou duplikovat symboly z této tabulky,
budou vsak vzdy piislusné vysvétleny.

Operatory Koeficienty

E operator matematického stiedu t, At nezéavisla proménna (¢as), Casovy

F operator Fourierovy transformace krok

D, B diferenciélni, diferen¢ni operator w, Aw frekvence, frekvencni krok

o o transpozice, Hermitovska sdruzenost a; ,b; koeficienty diskrétniho ARMA pro-
cesu

Nahodné procesy a, b koeficienty spektralni hustoty (47) v

(X,,teTCR), {X(t),t € T C R} metodé spektralnich rozkladu
I 9 ) . oy .
néhodny proces s diskrétnim, resp. «;, B; koeficienty spojitého ARMA procesu

spojitym  nezavislym  parametrem a, B koeficienty dvojité exponencialni mod-
probihajicim mnozinu 7. V mistech, ulacnf funkee

kde je vyloudeno zmateni, nebo kde Gi koeficienty B-splajnu

je mozno hovofit o obou formadch  Modulaéni funkce
nahodnych procesi, jsou pouZiviny  h(t) Heavisideova skokova funkee (unit step
obé znaceni libovolné. function)

{wt}, o7, posloupnost nekorelovanych (), m(t) skalarni, vektorova (maticova)
nahodnych veli¢in s nulovym stfedem modulaéni funkce
a rozptylem o, BMI(t) bazova funkce B-splajnu fadu M

Iy spojity bily $ jeho intenzit
w(T), Ip spojity bily Sum, jeho intenzita Matico

M, B, C, F, G matice hmotnosti, utlumu
a tuhosti zkoumané soustavy, matice
tuhosti a dtlumu podpor konstrukce
— viz rovnice (50).

u(t), v(t) odezva, buzeni

W; Wienertuv proces

D,, matice vzajemnych intenzit vektoru
bilych sumt, Dy, = E{dW,dW}'}

7; diskrétni néhodny proces vyhovujici
ARMA modelu

K(ty,t2), Ki, K(t1,t2), spojita, diskrétni
korela¢ni funkce, matice

D(t) disperzni matice, D(t) = K(¢,t)

U(w), ¥(w) (nenormalizovand) spektralni
hustota, specialni tvar AR(2) spek-
tralni hustoty (47)

I.(w), In(w) spojity, diskrétni peri-
odogram

Q matice diferencialni soustavy po pfeve-
deni do Cauchyho tvaru nebo jeji vari-
anty

R maticova exponencidla, R = exp(Q At;)
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1 Zakladni pojmy a definice

1.1 Pojmy z analyzy signala

Celkova délka zkoumaného signalu bude oznacovana T', diskretizaéni krok jako At. Po¢ate¢ni
Cas (Cas prvniho vzorku) to, zpravidla tg = At. Pocet vzorku je roven N = T'/At.
Fourierova transformace bude pouZivana ve tvaru

Flw) = % /_ T ety

a jeji inverzni transformace ve tvaru

diskrétni verze Fourierovy transformace ve tvaru

N-1

— 1 —iklAwAt

kde F; = F(lAw) a fr = f(kAt). Pro pouziti rychlé Fourierovy transformace je pak vhodné

uvazovat zavislost

2

Z toho pak plyne

1
a Aw = 27—

At = T

=21

Inverzni diskrétni F'T bude

1 N-—1
fk _ NAW Z Fle+iklAwAt
=0

Vysledkem FFT je N hodnot v intervalu (—2,€2) pro 2 = X3, v piipadé kosinové transfor-
mace jsou vysledkem hodnoty (0,2€2). To proto, ze kosinova transformace predpoklada, ze
vzor je funkce sudé a proto mé k dispozici vzorek dvojnasob dlouhy.

1.2 Pojmy z teorie ndhodnych procesti

Pravdépodobnostni prostor (2, A, P) je prostor jevi w € s neprazdnym systémem podm-
nozin A C Q tvorici o-algebru. P budiZ mira na systému A, ktera kazdému A € A pfifadi
¢islo P(A) € (0,1); P(Q) =1 (,pravdépodobnost jevu®).

A je o-algebra pokud (Jy e 4 A € A.

Ndhodnd veli¢ina X je méFitelné zobrazeni pravdépodobnostniho prostoru (£2,.4, P) do
prostoru (R, B), kde B je systém Borelovskych mnozin v R.

Borelovské mnoziny jsou mnoziny Borelova okruhu nad systémem vSech mnozin pros-
toru. Boreliiv okruh nad systémem mnoZin A je nejmensi o-okruh obsahujici A. Systém
mnozin je o-okruhem, pokud je o-aditivni a rozdil dvou mnozin ze systému opét do sys-
tému patfi. Systém je o-aditivni, pokud do systému patii i spocetné sjednoceni mnozin
systému.

Pravdépodobnostni mira v prostoru (R, B) budiz oznacena @ : (R,B) — (
Q(B) = P(X~Y(B)) (tzn. pravdépodobnost jevu jehoz nahodnou veli¢inou je B
Q(R) = 1 nebot X~ 1(R) =0

Distribucnd funkce F(x) = Q(B) ndhodné velic¢iny X se ziska volbou B = (—o0, x) € B.

0,1) tak, ze
). Pak plati:
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Stredni hodnotou ndhodné veli¢iny X (zna¢ime EX) se mini integral

/Q X (w) dP(w) = /R 2dF(z)

pokud existuje. Plati rovnéz:

/RxdF(x) —/RxF’(x) da

pokud F(z) je absolutné spojita a (tedy) F'(z) existuje. Takova F’'(x) = f(x) je nazyvéana
rozloZenim (hustotou) pravdépodobnosti.
Budiz g borelovsky méfitelna funkce na (R, B). Pak

/ 9(X (w)) dP(w) = /R o(t) dQ(t)

Ndhodngm procesem se nazyvéa systém nédhodnych veli¢in {X;, ¢ € T} pro T C R. V
piipadé, ze T' = (a,b) C R, bude Xy ndhodny proces se spojitym parametrem (casem) (nékdy
nespravné spojity proces), pokud T'= N nebo T' = Z pujde o ndhodnou posloupnost. Pokud je
tfeba zduraznit, ze Xy je ndhodny proces, byva pouzit jesté druhy parametr X (t,w), w € A.
Pro pevné t se pozaduje, aby X (¢,w) byla A-méfitelna. Pro pevné w je X; (jakozto funkce
t) nazyvano realizace.

Momenty (momentové funkce) ndhodného procesu X (t,w) vzhledem k vektoru a =
(a1,...,ay) jsou funkce

P, = E {[X(tl) —anF X () — as]ks}  k>0,i=1,2,...5

pokud matematicky stfed na pravé strané existuje pro kazdé t; € T'. Veli¢ina k = k1 + ko +
...+ kg se nazyva fadem momentové funkce.

Kazda nahodné veli¢ina je vycerpavajicim zptsobem popsana svou distribu¢ni funkei.
Pro kompletni popis ndhodného procesu je tfeba znat sdruZzené rozlozeni pravdépodob-
nosti vSech ndhodnych veli¢in, které nahodny proces tvoii. Nicméné podle Doob (1953)
k popisu pravdépodobnostni struktury ndhodného procesu sta¢i (za obecnych podminek)
znat sdruzenou distribuéni funkci proménnych {X (1), ..., X (¢,)} pro v8echny hodnoty n a
v8echny vhodné volby t1,to,...,t,. Zpravidla vSsak namisto kompletniho popisu ndhodného
procesu sta¢i znalost nékolika prvnich momentt. V pfipadé gaussovskych procesit dokonce
prvni dva momenty popisuji proces zcela.

Proces X(t) je zcela (siln€) staciondrni, pokud pro kazdé vhodné tq,to,... t, a k je
sdruZené rozlozeni pravdépodobnosti proménnych { X (¢1), ..., X (¢,)} identické sdruZzenému
rozlozeni pravdépodobnosti proménnych {X (t1) + k, ..., X (t,) + k}.

Proces X(t) je staciondrni aZ do Tddu m, pokud pro kazdé vhodné ti,t9,...,t, a k

vSechny sdruzené momenty az do fadu m existuji a nezéavisi na hodnoté posunu k.

Pokud pro kazdé t € T existuji stfedni hodnoty EX}, je mozno definovat stredni hodnotu
ndhodného procesu pu; = EX;.

Pokud pro kazdé t € T plati E|X;|? < oo , ma proces {X;} konecné druhé momenty (a
pak také existuje stfedni hodnota).

Kovariancni, korelaéni funkce procesu {X;} s koneénymi druhymi momenty se definuje
vztahem

K (s,t) = E(Xs — ps) (Xt — p1e) (1)
Rozptyl (disperse) procesu v Case t se nazyva hodnota K (t,t).
Pokud je mozno psat, ze K(s,t) = K(s —t), proces {X;} se nazyva kovariancné sta-
ciondrni.
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Pokud navic p; nezavisi na ¢ (u; = p pro v8echna t € T'), bude {X;} slabé staciondrni,
staciondrni aZ do Tadu 2. V nasledujicim se predpoklada pravé tato slaba stacionarita a bude
nazyvana prosté stacionaritou. Je to korektni uz proto, Ze se price omezuje na gaussovské
néhodné procesy, kde slabé stacionarita implikuje stacionaritu silnou.

Rozptyl staciondrniho procesu je o = K (0).

Normalizovand kovariancni (korelacni, autokorelacni) funkce p(t) se definuje jako p(t) =
K(t)

S

Proces {X.} je spojity podle stfedu v bodé ty € T = (a,b) C R, jestlize pii t — to

konverguji X; k X;, podle stfedu, tj. kdyz

E|X;,— X, =0 pro t—tg

V takovém pripadé se pise Xy, = lii.rtn. X a hovoii se o konvergenci podle (kvadratického)
—to

stredu.
Podle Wiener-Chiné¢inovy véty existuje pro kazdou autokorelaéni funkei p(t) stacionarniho
procesu spojitého podle st¥edu takova neklesajici funkce F(w), F(—o00) =0 a F(o0) =1, Ze

oo

plt) = / el P (w) vt @)

—00

Takova funkce F'(w) je nazyvana spektrdlni distribuéni funkce a jeji derivace F'(w) = f(w)
(pokud existuje) pak (normalizovand) spektrdlni hustota.
(Nenormalizovanou) oboustrannou spektralni hustotu je mozno definovat

W) = o [ K©e e

Nékdy se rovnéz zavadi jednostranné spektralni hustota jako G(w) = 2¥(w) pro w > 0,

1 o
= 7T/0 K(7) cos(wT)dT (3)

Nasledujici dva pojmy se bézné nepouzivaji: Proces je staciondrni v case, pokud jeho
stfed p; a rozptyl K(t,t) se neméni pro rizna t € T. Proces je staciondrni ve frekvenci,
pokud se neméni frekvenéni obsah pro jeho rtzné useky X (7), 7 € Zy, kde Z, = (t—~,t+7) C
T pro procesy se spojitym ¢asem a Z; = {t —~,...,t + v} C T pro diskrétni procesy.
Neni tézké nahlédnout, Ze diky Wiener-Chin¢inové vété (2) je stacionarita ve frekvenci
ekvivalentni kovarian¢ni stacionarité.

Periodogram Jakkoli periodogram diskrétniho ndhodného procesu neni sim o sobé konzis-
tentnim nestrannym odhadem spektralni hustoty, je vzdy zdkladem jejich odhadi. Odhady
spektralni hustoty prezentované v této préaci byly vypocteny jako periodogram zhlazeny
Parzenovym okénkem, viz Parzen (1961).

Periodogram spojitého nahodného procesu je definovan v Andél (1967) na str. 75 takto:

2

T
1 .
=57 / Ye wdt pro —00 <w < 00 (4)
0

Jeho diskrétni verze pak takto:
2
In(w

E:xe wt

pro —m<w<m (5)
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Tato formulace v8ak skryva nevyiceny predpoklad At = 1. Pro obecné At bude mit peri-

odogram tvar
2
T T
0 —— <w< — 6
27rN pr t =Y = A (6)

N
2 : —1wt

Prechod mezi (4) a (6) je jednoduché odvodit:

2

T 2 N
At? Z zje WA = [N (wAt)
j=1

1 .
z(t)e “dt

Lew) = 57

~ 2 At N

Autokovariance Jako je spektralni hustota svazana s kovarianci, mély by byt svazany i
odhady obou funkci.

Periodicky odhad autokovarian¢ni funkce predpoklada, ze x(t) = z(t + T') resp. xj =
Tk+N

1 &
- N Z LIT]+k
=1

narozdil od neperiodického odhadu

N—k

= % Z LILi+k

Podle Andél (1967) kap. VII, lemma 2 je (za predpokladu At = 1) kosinova transformace
koeficientti neperiodického odhadu autokovariance rovna periodogramu:

N-1
Iy(w) = o <C’0 +2 Z C, cos k:w)

k=1

Zobecnéni pro obecné At nahradi jednicku ve ¢lenu %skuteénym krokem Aft.
Pro periodicky odhad plati podobny vztah, jen kosinova transformace je nahrazena

Fourierovou transformaci:

N—-1
At ;
IN(LL)) = % e_lkak
k=0

Pochopitelné, Cy = Ko = o2 je rozptyl (stacionarniho) procesu.

Bily Sum Budiz {w;} stacionarni posloupnost nekorelovanjrch nahodnych veli¢in s nulovymi
stiednimi hodnotami E{w;} = 0 a rozptylem E|w;| = 02, Jeji kovarianéni funkce je rovna

o? prot =0
K(t):{

0 prot #0

Podle véty o spektralnim rozkladu je mozno psét K (t) = [" e dF(A). Existence (obous-
tranné) spektralni hustoty W(\) je zajisténa splnénou podminkou > % |K(t)| < oc.

Proto bude K(t) = [T e W(A\)dX a z toho ¥(A) = &, G(w) = Z.

V realnych ptipadech se ¢asto nahodné posloupnosti (i bﬂémuﬂéumu) pripisuje fyzikalni
vyznam. K dispozici vSak jsou jen posloupnosti, které maji omezené trvani a nenulovou
vzorkovaci periodu. Ma-li dana posloupnost reprezentovat bily Sum (resp. ¢ast nekorelo—
vaného nekone¢ného procesu), bude jeho spektralni hustota piiblizné G(w) ~ Go = o> Ag

kde 0% = % Zl]\il rir; = K(0) = Aw ) G(k) je obvykly odhad rozptylu.
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Bily $um ve formé spojitého ndhodného procesu neexistuje. Jeho rozptyl (ve fyzikal-
nim vyznamu energie) je nekoneény. Matematicky jej lze v jistém smyslu charakterizovat
autokovarianéni funkei (viz Bolotin (1961))

K(t) = Elw(t + 7)w(T)] = Lod(t) (7)

kde Iy je intenzita bilého Sumu a 6(t) je Diracova d-funkce. Jeho spektralni hustota je
konstantni, a to

1 [ : 1 e ; 1 1
W) =S = o [ KO = ok [ S(©e = o Olw)=Go =

z Cehoz je vidét, ze zde mé intenzita podobny vyznam jako rozptyl. Nicméné, narozdil
od intenzity, je rozptyl, definovany jako o> = K(0) a rovny integralu spektralni hustoty,
o? = fooo G(w)dw, pro spojity bily sum nekoneény. Posledni vztah je moZno ovéfit jesté
jinym zpisobem. Podle rovnosti (3),

K(r)= /000 Go cos(wT)dw (8)

bude (po tadé z (7) a (8))

wW-T—00

o0 o0 oo
Iy = / K(r)dr = Go/ / cos(wt)dwdr = Gp2 lim Si(wT) = Gy
—o0 —o0 JO
Takto zavedeny bily Sum se spojitym ¢asem je mozno forméalné zapsat jako (zobecnénou)
derivaci Wienerova procesu W; (viz napf. Mizerova (2000)).

dW,
vy ©)

Iy je pak rychlost prirtastku variance Wienerova procesu Wy. Pripomenme nékteré vlastnosti
Wienerova procesu: Wienertiv proces (Browntiv pohyb) je gaussovsky nadhodny proces s
nekorelovanymi (a proto nezavislymi) pfirastky a spojitymi trajektoriemi. Stfedni hodnota
Wienerova procesu s poc¢atkem v bodé 0 je nulova,

EW, =0, Vit (10)

Vlastnost (10) se v dalsim bude vzdy predpokladat. Nebot Wienertiv proces neni stocha-
sticky diferencovatelny, rovnice (9) se zpravidla interpretuje jako stochastickd integralni

rovnice
t
Wi = / wydu
0

th == U]tdt

nebo v diferencidlnim tvaru

Generovani nidhodného procesu o zadané spektralni hustoté Podle price Shi-
nozuka and Jan (1972) je moZno vytvofit realizaci ndhodného procesu s predepsanou spek-
tralni hustotou jako harmonicky proces s ndhodnou fazi

Xt = V2AwRe{FFT(y/G(w;)e?’)} wj =jAw, j=1,...,N, ¢; € rand(0, 2m)

Periodogram takového procesu je pfimo roven zadané (oboustranné) spektralni hustoté.



1.2 Pojmy z teorie nahodnych procesii 11

Evoluéni spektrum Evoluéni spektralni analyzu poprvé predstavil Priestley (1965) a
spolu s dalsimi ji pak rozpracoval v mocny nastroj k frekvenéni analyze nestacionarnich
nahodnych procesti.

Budiz X (t) (komplexni) spojity centrovany (nestacionarni) nahodny proces, E| X (t)|? <
oo Vt s kovarian¢ni funkci K(s,t) = EX(s)X(t). Trida oscilujicich procesi je tvofena
takovymi procesy, pro které existuje mnozina § funkei {¢(¢,w)} definovanych pro realna
w a miru p(w) takovou, Ze pro kazda s, t plati

K0 = [ " bt )90 @) da(w) (11)

Aby mél proces X (t) kone¢nou varianci, musi pro kazdé t byt ¢(t,w) integrovatelné s
kvadratem vzhledem k mife pu(w). Pak je také moZzno psat

X(t) = / " bt w)dZ(w)

kde Z(w) je ortogonalni proces, pro n&jz E|dZ(w)|? = du(w). Mira u(w) zde ma stejnou
tlohu, jako integrované spektrum pro stacionérni proces a jeho spektralni rozklad. Podobné
jako ve stacionarnim piipadé, i zde bude nutno predpokladat, ze mira u(w) je absolutné
spojita vzhledem k Lebesgueové mite.

Funkce ¢(t, w) jakozto funkce t bude zvana oscilugici funkci, pokud pro n&jaké (w) bude
mozno psat

d(t,w) = A(t,w)e?@? kde Aje tvaru A(t,w) = / edK (w0) (12)

a |dK (w 0)| ma absolutni maximum pro 6 = 0. Funkce A(¢,w) miZze byt chapana jako obalka
funkce ¢(t,w). P¥i pouziti vztahu (11) a (12) bude po transformaci proménnych mozno psat
pro kovarianéni funkci

K(s,t) = /_ ” A(t,w)A(s, w)e“ = dp(w)

a odpovidajicim zptisobem bude mozno vyjadiit rozklad nestaciondrniho ndhodného procesu
jako

X(t) = /_ T A w)etdZ (w) (13)

Nyni lze definovat evoluéni vgkonové spektrum dH(t,w) v Case t a vzhledem k mnoziné
oscilaénich funkei {p(t,w)} = {A(t,w)e“!} jako

dH (t,w) = |A(t,w)[dp(w)

Pochopitelné plati

oo o0

var{X(8)} = K(t,1) = / At w)[2dp(w) = / dH (t,w)

—00 —00

takZe sama variance procesu je nezavisla na konkrétné zvolené mnoziné § a pro kazdou
takovou mnozinu pfedstavuje celkovou energii procesu v ¢ase t.
Je-li mira pu(w) absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mife, je mozno kazdé ¢ psat

dH (t,w) = h(t,w)dw

a takové h(t,w) je pak nazyvano evoluéni spektrdlni hustotou.
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Priestleyho definici evolu¢nich spekter EPS rozsifil Battaglia (1979) tak, aby odstranil
nékteré teoretické nedostatky. Ttida oscilujicich procesi totiz neni uzaviend vzhledem k
sou¢tu nezavislych prvka (procesi) a koherence dvourozmérného oscilujiciho nemusi byt
zéavisld na Case. Proto Battaglia definoval 8irsi t¥idu tzv. sigma-oscilujicich procesi, ktera
jiz uvedené nedostatky neméa. Sigma-oscilujici proces Y (t) je definovan jako koneény soucet

P
V()= Xi(t) (14)
k=1
vzajemné statisticky nezavislych oscilujicich procesi Xi, k=1,...,p.

1.3 Pojmy z teorie stochastickych diferenciilnich rovnic
O procesu {X;} s koneénymi druhymi momenty se fekne, Ze je je stochasticky diferencov-

atelng v bodé ty € T = (a,b) C R s derivaci Xy,, jestlize

.1 .
Lim. —(Xyo+n — Xty) = Xy, pro t—to
h—0 h

Riemandiv integrdl procesu {X,} (stochasticky integral) se definuje jako limita

b n—1
/ Xidt = lim. Z Xi, (tix1 —ti)
a i—0

n—00,Ap,—0
i

pro rozumnd déleni ¢; s krokem nejvyse A, intervalu (a, b).
Ttodv integral ndhodné funkce vzhledem k Wienerovu procesu se definuje jako limita

b n—1
[ rwdwi= i S )W, - W)
a =0

n—00,An,—0

pro vhodna déleni ¢; intervalu (a,b) s krokem nanejvys A,,. Definici je moZno jednoduse
rozsifit na integréal vzhledem k vektorovému Wienerovu procesu

/a " B()dW,

kde W; je vektorovy Wieneruv proces a F(t) je maticovd nahodna funkce o vhodnych
rozmérech.
Nékteré vlastnosti Itoova integralu:

T
1. E/ fdW, =0 (15)
0

2. E< /O " raw, /0 ngwt> - /O L s, () — E (dWdTT) (16)
T H

3. E (/O fdW, (/OngWt> ) - /OT £(1)Dwe(t)dt, Dy = E(ththH) (17)

Ttotv diferencidl je klicova formule pri feSeni stochastickych diferencialnich rovnic.
Rekne se, Zze ndhodny proces X; ma stochasticky diferencial

dX; = udt + vdW;, t€ (0,T)

pokud
t t
X = Xo—i—/ u(s,w)ds—i—/ v(s,w)dWs (18)
0 0
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1.4 ARMA modely

Diskrétni smiSeny model autoregrese fadu p a klouzavych soucti fadu g (ARMA(p, q)) je
uvazovan v nasledujicim tvaru:

P a
M+ aim—i =w+ Y bjw (19)
i—1 =1

kde w; je nekorelovany proces (bily $um) o nulové stfedni hodnoté a rozptylu o2. Nékdy
bude pro jednoduchost dodefinovano ap = by = 1 a indexy v suméch rovnice (19) budou
nabyvat hodnot od nuly. Budiz

p
A(z) =1 —I—Zaizk a B(z)=1 +ijzk
i=1

Pro asymptotickou stabilitu ndhodného procesu 7, je tieba, aby kofeny p; charakteristick-
¢ho polynomu autoregresni ¢asti A(z) lezely vné jednotkového kruhu, |p;| > 1. Spektralni
hustota diskrétniho ARMA procesu je rovna

_ oy [Be™¥)P

T~ or e

Nékdy je pro definici (19) vyhodné vyuZivat operatorovy zéapis: Pii oznaceni operatoru
zpétné diference jako B: Brn, = n;—1, bude mozno rovnici (19) zapsat ve tvaru

Vyse definovany ARMA proces je moZno chapat rovnéz jako linearni filtr s pfenosovou
funkei h(t), jejiz Fourierova transformace H(w) je rovna

B(e™v)

1= He™)

Konstrukce spojitého ARMA(p,q) modelu je diky pfitomnosti spojitého bilého Sumu
problematickid a ne zcela korektni. Presto je tento model Casto pouZzivan. V (Priestley,
1988) je spojity ARMA(p, q) definovan jako

p

S X0 (r) = /0 " byw(t — u)du (20)

=0

kde o, = 1, w(u) je spojity bily Sum intenzity Iy (jakozto derivace Wienerova procesu W (t))
a b(u) je vhodna funkce. Rovnici (20) je moZno ptepsat do matematicky korektni podoby

p t

> aix(t) = / bt — u)dW (u)
i=0 t=n
Pro zdiraznéni analogie s diskrétnimi modely je rovnéz mozno uvést operatorovy zapis
A(D)X (t) = B(D)w(t) (21)
kde A(z) = Y-P_,a;z" je charakteristicky polynom levé strany (autoregresni ¢asti) rovnice

(20), B(z) = foq b(u)e™"*du a D je diferencialni operator. Vyjadreni pravé strany rovnice
(21) je diisledkem formélni rovnosti z(t —u) = e P . x(t). Narozdil od diskrétniho p¥ipadu
zde funkce B(z) nent polynom (oproti polynomu B(z)) a nelze nic tvrdit o tvaru pfenosové
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funkce ¢i spektralni hustoty. Aby se zachoval racionalni tvar pfenosové funkce a spektralni
hustoty, formuluje se prava strana rovnice (21) jako polynom By(z) = Y%, 82" a spojity
ARMA model se uvazuje ve tvaru

p—1 q
X®/ 1)+ XD (t) = Bow(t) + Y Brw'(t) (22)
i=0 i=1

Takova definice pak jiz nemé s pavodni definici spojitého ARMA (tzn. vyrazem (20)) mnoho
spole¢ného. Navic je z vySe feceného zFejmé, Ze takova definice je pouze formalni, nebot tézko
lze mluvit o derivacich neexistujictho bilého Sumu. Na druhou stranu je mozno nadefinovat
linearni filtr s racionalni pfenosovou funkei ¥(t) odpovidajici diferencialni rovnici (22) s
nulovymi po¢ateénimi podminkami. Fourierova transformace ©(w) této prenosové funkce
bude mit tvar

B(iw)

A(iw)

Takto definovany filtr se spojitym bilym Sumem (jakoZto procesem s konstantni spektralni
hustotou) na vstupu bude korektni, pokud bude

O(w) =

/ 10(w)[2dw < 50

Matematicky korektni definice spojitého ARMA modelu jakoZto spojitého ndhodného pro-
cesu s racionalni spektralni hustotou pak bude

[e.e]

X(t) = / I(t — u)dW (u)

—00

Pro stacionaritu spojitého ARMA(p, ¢) procesu je tfeba a staci, aby kofeny 1; polynomu
A(z) mély v8echny zapornou realnou ¢ast. Spektralni hustota spojitého ARMA procesu je
rovna

Iy |BGw)> I
J@) = S A ~ 259« (23)

kde Iy je intenzita vstupniho bilého Sumu.

Je vhodné poukizat na opacné poradi koeficienti polynomu A(z) oproti poradi ko-
eficientt polynomu A(z) vzhledem k obvyklému zépisu obou modeli. Tomuto tuskali se
nevyhnula ani monografie (Priestley, 1981), kde je tvar polynomu A(z) a B(z) na str. 284
uveden chybné.

Na zéavér této kapitoly budou pro dalsi potiebu uvedeny tvary spektrélnich hustot ne-
jbéznéjsich ARMA modela

1. Spojity AR(2) model:
1 Iy

21 (w? — ap)? + w?a? 24
2. Spojity ARMA(2,1) model:
1 (14 B{?)
21 (W? — ap)? +w2a? )
3. Diskrétni AR(2) model:
1 o2 (26)

2m 1+ a? + a3 + 2as cos(2Atw) + 2a1 (1 + az) cos(Atw)



1.4 ARMA modely

4. Diskrétni ARMA(2, 1) model

1 (14 b2 + 2b; cos(Atw))o?,

21 1+ a2 + a2 + 2ay cos(2Atw) + 2a1 (1 + ag) cos(Atw)

15

(27)
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2 Analyza nestacionarnich ndhodnych procesi

V nésledujici kapitole je vénovana pozornost predevsim seizmogramum. Je-li zdznam real-
ného zemétireseni bran jako na ndhodny proces, mé jen ty nejhorsi vlastnosti. Diky nesta-
cionarité neni mozno mluvit o ergodicité. Kazdy zéznam je jedineCny, neni tedy k dis-
pozici dostate¢na mnozina realizaci. Gaussovské rozlozeni pravdépodobnosti je problemat-
ické. Proto bude cilem této kapitoly navrhnout takové transformace namérenych dat, aby
bylo mozné pracovat se zaznamy pomoci standardnich postupt stochastické mechaniky,
tedy jako se stacionarnimi procesy.

Autofi se v literatufe k podobné problematice dostévaji dvojim piistupem. Jednak p¥i
syntéze nahodnych seizmogramt a jednak pii hledéni stochastickych fesSeni tloh, kde je
seizmogram vstupem. Oba pristupy spolu souvisi a vzijemné se obohacuji, proto jsou v
dalsim sledovany oba.

Analytické modely seizmogramil je moZno zcela prirozené délit do ¢ty skupin

1. Stacionarni modely s konstantni spektralni hustotou (Housner, 1947; Rosenblueth,
1956; Bycroft, 1960; Goodmanth et al., 1955; Rosenblueth and Bustamante, 1962;
Penzien, 1965; Ward, 1965)

2. Casové stacionarni modely s proménnou spektrilni hustotou, kterd odpovida po-
zorovanim skute¢nych zemétieseni (Kanai, 1957; Barstein, 1960; Caughey and Stumpf,
1960; Tajima, 1960; Housner and Jennings, 1964; Liu, 1968)

3. Nestacionarni modely s konstantni spektralni hustotou (Bolotin, 1961; Shinozuka and
Sato, 1967; Amin and Ang, 1968; Levy et al., 1971; Naprstek and Fischer, 1993;
Zembaty and Krenk, 1994; Naprstek and Fischer, 1994; Naprstek and Fischer , 1998)

4. Zcela nestacionarni modely (Goldberg et al., 1964; Rascon and Cornel, 1968; Kameda,
1975; Iyengar et al., 1969; Fischer C., 1999)

2.1 Analytické modely seizmogrami

Jako prvni modely se objevily stacionarni modely zaloZené na bilém Sumu (Housner, 1947).
Zde je akcelerogram idealizovan jako fada impulsi o jisté velikosti, rozlozenych nahodné
v ¢ase. Tyz autor v nasledném ¢lanku (Housner, 1955) uvazuje akcelerogram jako soucet
pulzi celych sinovych vin ndhodné rozlozenych v Case, jejichz frekvence a amplituda je
brana podle vypoc¢teného rozlozeni pravdépodobnosti.

Stacionarni modely Bycroft (1960) uvadi vypocty (na analogovém pocitaci) ukazujici,
Ze response spectra (rychlosti) pro jednoduché elastické ¢ elastoplastické oscilatory se pro
vstupni procesy zemétieseni (akcelerogram) a bily Sum pfili§ nelisi. Nicméné podotyka, ze
jakkoli simulaci provadél nékolikrat pro (simulovany) bily Sum se stejnym energetickym ob-
sahem (odpovidajici stejné velikosti zemétieseni), vysledné posuny se pro jednotlivé simulace
lisily desetkrat ¢i vice. Jinymi slovy, Ze zemétieseni o stejné energii mize mit zcela odlisné
uc¢inky na rtzné typy budov. Nepfimo tim poukazuje na slabiny jednoduchého modelu.
Podobného pfistupu uzival i E. Rosenblueth (Rosenblueth, 1956; Rosenblueth and Busta-
mante, 1962; Goodmanth et al., 1955).

Problémy, o nichZ se Bycroft zminuje, je moZzno vysvétlit dvéma poznamkami. Pfedné,
aby byl vysledek pocitacovych simulaci reprezentativni, je zapotfebi provést skutec¢né mnoho
pokust. Druhé véc je, Ze odlinost odezvy ruznych typa budov je vysvétlitelnd ndhodnou
shodou nékteré prevazujici frekvence budiciho signalu s vlastni frekvenci oscilatoru, kdy
dochézi k rezonan¢nimu zvétseni odezvy.
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Casové stacionarni modely Bogdanoff et al. (1961) modelovali akcelerogramy uzitim
nestacionarnich procesu jako soucet tlumenych sinusoid.

Housner and Jennings (1964) rozvijeji aproximadni teorii uvedenou v (Rosenblueth and
Bustamante, 1962) a modeluji akcelerogramy jako tiseky stacionarniho gaussovského nahod-
ného procesu se spektralni hustotou, znamou jako Kanai-Tajimi spektrum (viz rovnici (48)
na strané 30 této prace). Kladou zde duraz na automatizaci celého procesu generovani
umélych akcelerogramu na (digitalnim) pocitadi.

Autofi si pochvaluji dobrou shodu namérenych a simulovanych dat, nicméné poukazuji
na to, ze namérend data maji — na rozdil od simulovanych — v rychlostech a posunech
slozky s periodou kratsf nez 0.3 sec. Vysvétluji to jednak chybou aproximace spektralni hus-
toty funkei (48), a pak i nedostate¢nou kvalitou seismologickych zédznami. Pro rychlostni
spektrum je v netlumeném piipadé shoda rovnéz dobré. Tlumena rychlostni spektra umélych
zéznamu vSak vykazuji znatelné nizsi hodnoty nez pfislusna tlumené spektra realnych zaz-
namt.

Frekven¢né stacionarni modely Levy et al. (1971) navrhuji pro nestacionarni model
filtrované modulované stacionarni procesy. Navrhuji nasledujici kritéria pro simula¢ni pro-
cesy:

1. Autokovariance — normalizovana autokovariance funkei popisujicich zrychleni zak-
lada (kdy predpokladédme stacionaritu po dobu trvani nejsilnéjsich pohybt) by méla
vykazovat stejné charakteristiky, jaké byly odvozeny pro skuteéna zemétieseni (napf.
Barstein (1960)).

2. Maximalni zrychleni — simulované zemétieseni pro danou intenzitu by méla dosahovat
obdobnych hodnot maximélniho zrychleni jako skuteéna zemétieseni téze intenzity.

3. Spektrum odezvy — normalizované spektrum odezvy by mélo byt podobné standard-
nimu spektru (Housner, 1959).

4. Nestacionarita — nestacionarita simulovaného pohybu by méla byt podobna po-
zorovanim. Pfedevsim rozptyl rychlosti a zrychleni by mél (po dosazeni maxima) s
rostoucim casem klesat.

V ¢lanku autoii déale porovnévaji tii modely seismickych zaznami, a to modely uvedené
v pracich (Housner and Jennings, 1964; Amin and Ang, 1968; Shinozuka and Sato, 1967).
Prvni patii do skupiny staciondrnich modelti, druhy a tfeti obsahuji ¢asovou modulaci.
Model Shinozuky a Sato navic zajiStuje, Ze nejen variance zrychleni, ale i variance rychlosti
s Casem klesd k nule. Nicméné, jak ukazuji, Zddny z nich nespliiuje zadané kritéria. Proto
autofi navrhuji jiny pristup s vyuzitim ,korelovanych vstupnich procest“. Narozdil od t¥i
kritizovanych pfistupti, které vesmés vyuzivaji buzeni ve tvaru spojitého AR(2) procesu,
navrhuji pouzit plny spojity ARMA(2, ¢) model podle definice (20)

X"(t) + ar X' (t) + ap X (t) = /O "exp ( “> w(t — u)du (28)

c
pripadné jako modifikovany proces spolu s modula¢ni funkei m(t) = (e_o‘t — e_ﬁt)

—Fu
c

X7() + an X'(t) + ap X (£) = m(t) /0 "exp ( ) w(t — u)du

Model (28) pak spliiuje v8echny pozadované podminky.



18 2 ANALYZA NESTACIONARNICH NAHODNYCH PROCESU

Zcela nestacionarni modely Zcela nestacionérni modely jsou zaloZeny na rtznych aprox-
imacich evolu¢niho vykonového spektra (evolutionary power spectra, EPS (Priestley, 1965,
1988)). Metodu generovani nahodnych procest s danym EPS odvodil Shinozuka and Jan
(1972). Liu (1970) provedl vypocty evolu¢nich spekter pro nékterd silnd zemétieseni a
ukazal, Zze fada namétrenych akcelerogramt mé vskutku velmi proménné spektrum. Kameda
(1975) navrhl novou metodu vypoctu EPS pomoci multifiltri.

2.2 Negaussovské modely

Je znamo, narozdil od castého predpok-
ladu, Ze seizmogram jakozto nahodny pro-
ces neni gaussovsky. ObtiZe spojené s praci
s negaussovskym nédhodnym procesem vsak
zpravidla znemozni dosdhnout pouzitelného
vysledku. Nicméné ¢asto se ukazuje, Ze pravé
(Casova) oblast nejvétsi aktivity zemétieseni
pomérné dobie gaussovska byva. Na obrazku
1 je vykreslen odhad rozlozeni pravdépodob-
nosti hodnot pro tfi tseky stacionarizované

- 2 =) 0 1 2 3
Casti zaznamu posunuti zemétieseni Sierra  QObrazek 1: Histogram hodnot stacionarizo-
Madre, viz obr. 4. vané ¢asti zaznamu seizmogramu

Negaussovské buzeni (stejné jako odezva) je nutno popsat vyssim po¢tem momentt nez
pouze prvnim a druhym, jako je tomu napf. v (Lutes and Hu, 1986). Zde autor definuje
negaussovsky bily Sum se ¢tyfmi nenulovymi momenty. Ten pak stavi na pravou stranu
line4rni diferenciélni rovnice druhého nebo ¢tvrtého fadu podle toho, jestli ma predstavovat
bilé nebo filtrované (AR(2)) buzeni

2.3 Jednoduché rozklady typu v(t) = m(t)vs(t)

Jiz dlouho se bézné pouzivaji rozklady
v(t) = m(t)vs(t) (29)

kde m(t) je deterministicka funkce, ktera by méla byt spojita a kladné a u4(t) je stochasticka
¢ast signalu, kterd by méla byt stacionarni a gaussovska. Prvni vyskyty rozkladu je mozno
nalézt v (Bolotin, 1961) a (Shinozuka and Sato, 1967), déle s touto hypotézou pracovala
fada autort, napf. Naprstek and Fischer (1994), Zembaty and Krenk (1994). Tvar (29) v8ak
zcela pomiji nestacionaritu ve frekvenci. Takové zjednoduSeni je nékdy mozno akceptovat s
poukazem na fakt, Ze dominantni skupina S vln u blizkych silnych zemétieseni méa spektrum
spoletné. Ne vzdy je v8ak mozné takové zjednoduseni pfijmout. Jako modula¢ni funkce se
v literatufe objevuji rizné navrhy.

Skokova modulace Prvnim priblizenim nestacionarniho charakteru zemétieseni je skokovy
zacatek popsany pomoci Heavisideovy funkce se skokem v bodé ¢t = 0.

1 prot>0
m(t) = h(t) = (30)
0 prot<0

V ¢lanku (Amin and Ang, 1968) je Gasova modulace sloZena ze t¥i nespojitych funkei — pro
uvodni fazi, pro stfedni tisek o konstantni velikosti a pro doznivajici klesajici fazi.
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Jednoducha exponenciala
Jako jednoduché vylepseni modulace (30) se
uziva

m(t) = ah(t)e (31)
Je zcela nevyuzitelna v okoli nuly, kde neni
diferencovatelné, ale pro svou jednoduchost
je oblibené. Pfes své zasadni teoretické ne-
dostatky muze byt dosti dobfe pouzita pro
rozklad nékterych akcelerogramit; za vSechny
napf. zaznam zrychleni Imperial Valley Earth-
quake (18. 5. 1940, 20:37) ze stanice El Cen-
tro, komponent N—S, muze byt aproximovan
modula¢ni funkef Obrazek 2: Zaznam El Centro, modulace
m(t) = 341.7h(t)e” %082 (viz obr. 2). m(t) = 341.7h(t) exp(—0.0782t)

Slozité&jsi exponenciala

Saragoni and Hart (1974) odvodili, ze kvadrat ,
prumérného zrychleni ptisobeného superpozici

velkého poCtu nestacionarnich vlnovych pulsa |
mé tvar modula¢ni funkce

0.8F

m(t) = ah(t)t?e (32)

Na tuto funkci se odvolavaji dalsi autori v T

souvislosti s generovanim umélych akcelero-

gramii. Modulace (32) v8ak pisobi potize pfi

dalsi analytické praci pritomnosti realného ex-

ponentu b. Proto Naprstek and Fischer (1993)

davaji pfednost dvojité exponencidle, pro niz ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

byl odvozen piivodni tvar metody spektral- ° ° Lo Eo e m e w®m e w
nich rozkladii a korela¢ni metody. Na obrazku  Obréazek 3: Modulaéni funkce (32)
3 je vykreslena funkce 0.25t1 5702, m(t) = 0.25t1% exp(—0.2t)h(t)

0.4

0.2

Dvojita exponenciila Jednou z prvnich praci, kde se objevuje jako modulaéni funkce
dvojita exponenciala, je ¢lanek prof. Shinozuky z roku 1967, viz (Shinozuka and Sato, 1967)

m(t) = ah(t) (e_“t - e—ﬁt) (33)

Ma podobny tvar jako (32) a piijemné&jsi vlastnosti pii analytickém zpracovani. Je schopna
zachytit obvykly nahly nastup a pozvolny tstup zemétieseni. Selhava v piipadé, ze nejsilnéjsi
népor je ponékud opozdén nebo pokud signal obsahuje nékolik zaznéja. Jiz z toho je vidét,
ze neni tak vhodné pro zéznamy posunuti.

Parametry a, a a 8 mohou byt uréeny minimalizovanim odchylky ve smyslu metody
nejmensich étvercd, nebo predepsanim pozice maxima tny.x a hodnoty v néjakém jiném
bodé tp, napf. na konci. Je-li u(t) zkoumany zaznam, parametry a, « a  mohou byt ziskany
feSenim soustavy

—ato _ o—Pto _ u(to) log (%>

—t
€ max; u(t) B—a ax
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Pro priklad je moZno uvést
modulaci m(t) = 0.05(e 01389
e~ 0-1862t),
nam posunuti pfi zemétfeseni Sierra
Madre 28. ¢ervna 1991 zaznamenany
ve stanici Altadena — Eaton Canyon
Park v epicentrilni vzdalenosti 50
km, slozka E-W. Spolu se zdznamem
a jeho stacionarizovanou casti je
zobrazena na obrazku 4. Je vidét,
7e jak se modulace pro vétsi ¢ blizi 0.
exponenciilné k nule, zesiluje ve sta-
cionarizované ¢asti slozky o nizsich
frekvencich, které pii doznivani -1.
zemétreseni  zpravidla  prevladaji.  Obrazek 4: Zaznam zemétieseni Sierra Madre s mod-
To miize vyrazné zkreslit odhad ula¢ni funkei m(t) = .05(e~0-1389 _ e=0-1862t)p(4)
spektralni hustoty. a odpovidajici stacionarni proces

vypoctenou pro zaz-

coo

..H
cocoo

Vyhodou doposud uvedenych modula¢nich funkci je, Ze pomoci nékolika mélo parametri
pomérné dobfe popisi charakter pribéhu zemétiesné udalosti. Jejich spolecnou nevyhodou
je, ze jejich tvar je predem dan a neponechava prostor pro variabilitu seizmickych udéalosti.
Vysledné stacionarizovana ¢ast pak miva do stacionarity daleko. Modula¢ni funkce (32),
(33) byly navrzeny s ohledem na akcelerogramy a neni vzdy mozné je rozumné aplikovat na

v

zéznam posunuti. Proto je potieba ve vét§iné pripadi pouzivat modula¢ni funkce slozitéjsi.

Nasobna exponenciala Predchézejici pripad miize byt jednoduchym zptisobem rozsifen
do tvaru

n
m(t) =S ah(t —t;) (e*af@*ti) - efﬁi@*ti)) (34)

i=1
Takova modulace muze lépe postih-
nout zaznéje v signalu a nékteri au-
tofi ji doporucuji. Bohuzel, v pii-
padé, kdy je néktery z t; nenulovy,
neni modulace (34) spojité diferenco-
vatelna. Pokud vSechny t; ztstanou
nulové, jeji schopnost aproximovat
zéznéje se vyrazné zmensi.

©coooo

Dvojita exponenciidla s poly-
nomem Na obrazku 5 je vidét, ze 5 N 10 15 > >
dvojité exponencialni modulace (33) 1
muze byt dspésné obohacena o né-
sobny polynom

-2

Obréazek 5: Zaznam posunt zemdtieseni Joshua Tree,

n ‘ 23.4.1992, komponent SE-NW, epic. vzdalenost

m(t) = h(t)(e™*t — e Pt Z ¢ -t 14 km s modulaéni funkef (35) a stacionarni proces
=0

jak navrhl autor v (Naprstek and Fischer , 1998). Takovd modulace je pomérné piesna
a oproti (34) je znatelné jednodussi. Jeji nevyhodou je fakt, Ze polynomialni aproximace
je nekontrolovatelnd mimo interval (0,7"), na némz je zaznam k dispozici. To, Ze polynom
rychle roste za hranicemi intervalu, mtze ptsobit teoretické obtize pii studiu asymptotického
chovani FeSenf rovnic. Zaznam na obrazku 5 pochéazi ze zemétieseni Joshua Tree. Obrazek
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ukazuje zdznam posunuti spolu s modulaci
5
m(t) = 2.93(e—0.1098t _ e—0.112t) Z ¢ -t (35)
i=0

kde ¢s,...,co = —1.14107°,1.79<10~4, —0.0075,0.11, —0.59, 1.423 a stacionarizovanou ¢ast.

Splajnova modulace Jako alter-
nativu k vy8Se uvedenym modulacim
autor v praci (Naprstek and Fischei).008
) 1998) navrl’ll uzit jako modulace B_O. 006
spline funkei:

0.004

m(t) = Xn: BNt —t;)  (36)0.002
=0

B-spline je po ¢éastech polynomialni
funkce s kompaktnim nosi¢em, proto
je dobre schopna zachytit lokalni
zmény v prubéhu signalu. Kon-
strukce splajni zajisStuje potieb-
nou spojitost funkce véetné nék-

terych derivaci. Podrobna mono- O%)réuzek 6: Nahofe zaznam absolutnich hodnot po-
grafie, zabyvajici se nejriznéjsimi sunti zemétieseni Sierra Madre, dole odpovidajici
typy splajni je (de Boor, 1987). stacionarizovana ¢ast, ve vyFezu modulaéni funkce

Pii pouziti bazovych polynomt nizkych stupii (naptiklad kvadratickych), bude jejich al-
gebraické vyjadieni pomérné jednoduché. Jako pfiklad uziti B-splajnové modula¢ni funkce
je na obrazku 6 opét uveden zaznam zemétieseni Sierra Madre (28. ¢ervna 1991) zazname-
nany ve stanici Altadena — Eaton Canyon Park. V tomto pfipadé tvori modula¢ni funkeci
kvadraticky splajn s 27 tseky stejné délky. Z porovnani obou stacionarizovanych signald na
obréazcich 4 (strana 20) a 6 je zfejma rozdilna u¢innost modula¢nich funkei typu (33) a (36).

Volba stupné polynomii (a tudiz i hladkosti vysledné funkce) je spis zaleZitosti vkusu nez
hluboké teorie. Jisté je, Ze pro stupen N > 2 bude splajnovych koeficienti mnoho a préce se
slozitéjsim vyjadfenim bude neimérné naristat. P¥ipomenme, Ze pii vyjadiovani druhych
stochastickych momenti vystupuje modulacni funkce ve druhé mocniné. Na druhou stranu
zkoumané diferencialni rovnice zahrnuji derivaci modulace, neni tedy vhodné pouzivat po
¢astech konstantni modulaci (N = 0). Zbyva tedy pomérné uzka volba. Kone¢né rozhodnuti
vS8ak bude zaviset na aplikaci.

Po ¢astech kvadraticky B-splajn na intervalu %"
(—At,2At) je definovan jako (pro jednoduchost uvazujeme
jednotnou délku kroku At, viz obr. 7) 05
11 2
A (84 At) At <t<0 -
1 (3 1 A4)2
B[Q} (t) — A2 (Z B (t B §At) ) 0<t<At (37)
3 (t — 2At)? At <t < 2At ] |
.. &0 [T
0 jinak
Obrazek 7: Kvadraticky B-
a koeficienty ¢; v (36) lze ziskat feSenim linearni soustavy splajn

Z<B£2]’B£2}>Cj - <BZ[2}7U>, proi=0,...,n (38)
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kde (-,-) zastupuje vhodny skalarni soucin. Vysledna (Grammova) matice bude mit 5
nenulovych diagonal

1 13 11 13 1
(30, oo AL e AL oAl SAL AL, -)

120 120

Nékdy je vhodnéjsi pracovat namisto s koeficienty celkovych B-splajnu s lokdlnimi ko-
eficienty jednotlivych polynomt pro dany interval. A jakkoli neni pfepocet mezi jednou
¢i druhou reprezentaci nikterak obtiZzny a v publikaci (de Boor, 1987) jsou popsany algo-
ritmy pro vypocet nejriznéjsich splajni, uvedeme zde algoritmy pro vypocet splajnovych
koeficientii v obou reprezentacich.

Koeficienty kvadratickych B-splajni Zobecnéni rovnice (37) pro body t;, ..., t;13 méa
tvar

3(t — )" t<t<t
_ <<ty
(ti — tig1)(ti — tiya)(ti — tig3) ’ o
6ttitivr — 3t2(ti + tiy1 — tiv2) — titipitivo

(tit1 — tiya)(tive —ti)(ti — tiys)(tis1 — tiy3)

BZ[Q] (t) = 3(t2 — titiv1 + 2ttipo + (6 + tiy1)tigo)tits fon <1< tieo
(tiv1 — tiv2)(tive — ti)(ti — tiga)(tig1 —tigs) — — — "
3(t — tiys)?
- tivo <t <tit3
(tivs — ti)(tigs — tiz1)(tigs — tiy2) " "
0 jinak

Pii vypoc¢tu Grammovy matici na levé strané soustavy (38) neni vhodné chapat skalarni
soucin (-,-) jako integral v prostoru L£2. Pfestoze je pro prvky Grammovy matice mozné
napsat presné explicitni formule, koeficienty pravé strany je nutno zpravidla pocitat numer-
icky a kombinace dvou riznych interpretaci skalarniho soucéinu vede k chybnym vysledkim.
Skalarni souciny na obou stranach rovnice (38) je proto nutno vy¢islit numericky.

Koeficienty po ¢astech kvadratickych polynomiti Algoritmus pro vypocet koeficientt
kvadratického splajnu s obecnou délkou kroku je mozno odvodit s vyuzitim Lagrangeovy
véty o vazanych extrémech.

BudiZz zaddana mnozina bodi x;; a jim odpovidajicich hodnot f;. Index j odpovida
hrubému déleni (jednotlivym tusekim splajnu), index k pak jemnému déleni pro vSechny
hodnoty f. Hledame po Géastech kvadraticky polynom, jenz nejlépe aproximuje zadané hod-
noty za podminek, Ze jednotlivé tseky na sebe budou spojité navazovat.

Minimalizovana funkce bude mit tvar

> (fik = (a2, + bz + ¢j))?
7.k
Vazaci podminka pak bude

_ 2 2
gj(x) = ajxjmj + bjxj,nj + Cj — (Lj+1ib‘j+171 — j+1$j+171 — Cj+1

kde n; je pocet uzli jemného déleni subintervalu j. Pro druhy okraj intervalu sestavime
podobnou podminku. A rovnéz podobné je mozné piedepsat spojitost derivaci. Pro j-ty
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interval budou nutné Lagrangeovy podminky nésledujici

/\19U +>\233 Zk 1(a; Jk+b33]k’+cj) i =0
/\1-%']1+)\237jn Zk l(a] k+bmjk+c]) ik =0

)\1+/\2—Zk l(a] ]k+bx]k+c]) =0
aj 32,1 +bjzj1 + ¢ = Zj1
20T+ = %2

Symboly z;1a z;2 vyjadiuji podminky spojitosti hodnot a derivaci. Je-li m splajnovych
intervalu, je tfeba urcit 3m koeficienti a 2m Lagrangeovych multiplikatori. K tomu je k
dispozici 3m podminek z nejmensich ¢tverci, m — 1 podminka na spojitost funkce a rovnéz
m — 1 podminka na spojitost derivace, zbyvaji tedy dvé volné okrajové hodnoty.

Bez tjmy na obecnosti je mozno mapovat kazdy interval interpolace na interval (0, 1) a
polozit #j1 =0 a Z;j,, = 1. Rovnice pro jeden tsek bude vypadat nasledovné

0 1 2Zk o 2Zk 1%k 2Zk 25y A1 2Zk 1ygk%k
0 1 ZZk o ZZk o 230l ik A2 25,0 1ygk$yk
L1 2Zk 1 ]Qk QZk,:l Ljk 2n ‘:‘J' = 2Zk 1 Y5k

0 0 0 0 1 b, 25,1

0 0 2 1 0 ¢ 22

Celkova matice bude mit blokovy tvar

< Asmxom  Bsmxsm > ( YA > _ ( rp >

O2mx2m  Damxsm Z2 ro

kde podmatice A, B a D budu blokové diagonélni s m bloky A;, B;, resp. D; na dlagonalach
z1 bude vektor Lagrangeovych multiplikatort a ze = (ay, bl, Clyeen s o, bm, ém) T bude vek-

tor hledanych neznamych. Na pravé strané vektor r; je tvofen trojicemi ri; a vektor ro je
nulovy, kde

0 1 Zkl]kal?kaljk 0 01
A= 01 ], B;=2 Zk1jk Zkl?k Silidie |, Di=| 1 11
11 Zk 1 ]k Zk 1)k n 210
8_01 01 0 0 -1 ZZ'lygkAf,
Dm‘?ﬂ,m: 1 1 1 s Dm: 1 -1 1 ,rl,i:2 Zk 1y]7kx]’
2 1 0 b Zila Vi

Matice D; se sklddaji tak, ze v kazdém blokovém sloupci je pravé jedna, druhé zac¢ina o
radek nize nez prvni a kazda dalsi o dva fadky nize nez predchozi. Prvni a posledni ¢len
vektoru ro ma vyznam hodnoty splajnu na koncich, resp. derivace, pokud se upravi matice
D, a D,,. Konecné globalni splajnové koeficienty pro j-ty tusek splajnu aja;2 + bjx + ¢ se
vypoctou ze vztahi

~

aj p, = DiTimg ~ (2a; + bj)aja .

2
- C— A Jy1 . Jy1
ay—m — T 2 » G = aj (1: e > +bal,, o +E
7,15 ]»1 (xj,nj - .'1?‘771) Jsnj ]71 J,mj .771

Volba uzlt aproximace V idealnim pfipadé by bylo dobré mit po ruce automatickou pro-
ceduru, ktera umisti uzly aproximace (hranice intervala pro jednotlivé polynomiélni useky)
automaticky tak, aby vysledny proces byl ,co nejstacionarnéjsi“. Nemél by byt problém ses-
tavit prisluSnou penalizacni funkci a pouzit numerickou minimalizaci k FfeSeni uvedeného
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problému. Existuji vSak dtvody zpochybhnujici vyhodnost takového reSeni. Pfedné, num-
erické metody, zejména metoda korelacni, jsou pro rovnomérné déleni vyrazné rychlejsi.
Za druhé, pri (pfipadném) pouziti splajnovych koeficienti ke kategorizaci seizmogrami je
vhodné pro zachovéani konzistence jednotlivych popist pozadovat homogenitu déleni. Proto v
prikladech rozkladi seizmogramii uvidénych v pfiloze upfednostiiujeme rovnomérné déleni

2.4 Rozklady pro nestacionarni spektrum

Jak jiz bylo zminéno, stacionarni ¢ast signilu wus z rovnice (29), ziskana rozklady pied-
choziho, odstavce byva v nejlepsim piipadé stacionérni v Case, nikoli vSak ve frekvenci.
Proto je déle navrZzeno takové zobecnéni rozkladi, aby se stacionarita ziskanych procest
zlepsila.

Jak bylo feCeno vySe, obecnym néstrojem pro zpracovani nestacionérnich procesu je
evolu¢ni spektralni analyza (Priestley, 1988). Jejim zakladem je ¢asové proménnd varianta
spektralniho rozkladu

“+o0o
u(t) :/ m(t,w)e“tdZ(w) (39)
—00
kde dZ(w) je spektralni diferencial stacionarni ¢asti a m(¢,w) bude modulace nyni zavisla
na Case i frekvenci. V redlném piipadé v8ak vzdy bude nutné integral (39) aproximovat
néjakym souctem.
Uvazme puvodni signél v jako kombinaci modulaci a tizkofrekvenénich nahodnych signali

N
() =Y mi(t) - vsi(t) (40)
=1

kde m;(t) budou modulace napiiklad tvaru (36) a vs; stacionarni nahodné signaly s ,jizkou*
spektralni hustotou. Takového rozkladu je mozno dosadhnout naptiklad pomoci waveletové
multiresolution analysis, kdy s rostoucim ¢ se dvojnéasobi &itka spektra vs;.

2.4.1 Rozklady vyuzivajici evolu¢ni spektrum

Na zakladé teorie sigma oscilujicich procest definoval (Conte and Peng, 1997) zcela nesta-
ciondrni model zemétieseni. Jeho myslenka je hodné podobné vicetroviiovému rozkladu
uvedenému nize, jakkoli oba postupy vznikly zcela nepochybné nezéavisle.

Pro akcelerogram ii(t) Conte zavadi

i(t) =D Xi(t) =D Ap(t)ur(t)
k=1 k=1

kde Ap je ¢asova modulace
A(t) = ag(t — Gp) e WI=RIp(t — ) (41)

(pfipomenme, Ze modulace (41) odpovida modulaci (32)) a vy je centrovany gaussovsky

ndhodny proces charakterizovany autokorelac¢ni funkci K,,,, a spektralni hustotou W,,,,

_ VL 1 1
Koy, (1) = e cos (i) 5 Wy, () = o (,,2 + (w+ ) oy (w 77k)2) (42)
k k o

Spektralni hustota (42) je spektralni hustotou spojitétho ARMA(2, 1) procesu (22) s koefi-
cienty
1

——, Io=2v(n*+1°

2 2
oy =2v, ag=n"+v", B =
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Stacionarni procesy vy jsou normalizovany tak, aby mély jednotkovou varianci

o0
/ Wy (@)oo = Koy (0) = E o2 = 1

—0o0

Navrhovany stochasticky model akcelerogramu ii(t) tvaru

Ag(t)or(t)

g
—~
~
~—
Il
™
_
=
—~
~
~—
Il
™
—

ma pak varianci

i = [ D AR o) = Y 40
- k=1

k=1

a evolu¢ni spektralni hustota (t) je
P
Bai(w) = D ARO[ Vopy, (w) (43)
k=1
Po Zi(w) se rovnéz pozaduje, aby

E / " 4 Zu(wn) / T dZ(w) = / Sk — )31 — w2) U, 7 (cn ) ot e

—00 —00 —00

_ / Sk — D)Wy 2 (w)dw

—0o0

E/ dZp(w) =0 Vh=1,....p

— 00

Tedy kazdy ¢len souc¢tu (14) méa evolu¢ni spektrum tvaru
Uy, x,(t,w) = |Ak(t7w)|2\I’ZkZz (t,w)

Variance procesu Y (¢) (14) je

EY (O = > EXe(o) = | TS A @) PV, 2, (w)de
k=1

0 k=1

a evolu¢ni spektrum procesu Y (¢) pak bude

p
\IJYY(ta UJ) = Z |Ak(tv w)|2\I/ZkZz (t>w)
k=1

2.4.2 Viceurovihové rozklady

Zakladni myslenkou vicetiroviiovych rozkladt je moznost rozlozit ptivodni zdznam na soucet
procesi s omezenym a vzajemné disjunktnim frekvencnim obsahem. V takovém piipadé je
pak mozno pokladat zmény spektralni hustoty jednotlivych slozek v ¢ase za zanedbatelné.
Jako dalsi krok je pak mozno kazdy ¢len souctu rozlozit pomoci rozkladu (29), nejlépe se
splajnovou modulaci (36). Pfi naslednych vypoétech pak navic bude nékdy nutno pied-
poklédat, Ze jsou jednotlivé slozky nekorelované, nebot pfi zahrnuti vzajemnych korelaci
jednotlivych frekvencnich slozek by neimérné vzrostla slozitost algoritm. Ze jde o pred-
poklad vcelku opravnény, bude ukézano nize.
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Podle naznaceného postupu tak lze psat rozklad ve tvaru

n n

v(t) =Y wi(t) =Y mi(t) voi(t) (44)

i=1 =1

Prakticky je mozné rozklad provést nékolika zptsoby. Nejjednodussi vychézi z linearity
Fourierovy transformace a uzivanych odhadi spektralni hustoty: nebot (Fv)(w) = > 1 | (Fvi)(w),
plati analogicky vztah (pfiblizné) pro spektralni hustotu. (Symbol F je uZit pro Fourierovu
transformaci). Bere-li se totiz periodogram (4) jako zaklad odhadu spektralni hustoty, bude

(Fo)(w) - (Fo)(w) = % > (Fow) - (Foj)(w)

i,j=1

1

Ic,v(t) (w) = ﬁ

Protoze rozklad (44) mé zarucit, aby jednotlivé v;(t) mély vylu¢ény frekvenéni obsah, budou

(Fvi)(w) - (Fuj)(w) =0 pro i#j (45)

a vzajemna spektralni hustota (a tedy i korelace) jednotlivych slozek rozkladu bude mala.
Proto bude pfiblizné platit

1 n n

Lewin)(@) = 5 > (Foi)w) - (Foi)(w) =D Loy

i=1 i=1
Jednoduchy rozklad miize byt tedy definovan nésledujici podminkou:
Fui(w) = Fu(w)X(w; 1,0 (@) (46)

kde 0 = wg < wy < ... < wy je vhodné rozdéleni pozadovaného frekvencniho intervalu a y ;
je obdélnikové okno ¢ charakteristicka funkce intervalu J (tzn. xs(w) = 1 pokud w € J
a xs(w) = 0 jinak). V tom pfipadé budou jednotliva spektra skuteéné diskrétni a vztah
(45) bude platit pfesné. Nicméné toto jednoduché feseni mé své nedostatky, ostré hrany
obdélnikového okénka totiz deformuji odhady spektralni hustoty. Namisto uvedeného okna
xJ(w) je pochopitelné mozno pouzit jakékoli jiné okno ¢;(w) spliwjici Y ;" | ¢i(w) = 1.

Jiz zminéna multiresolution analysis (viz (Daubechies, 1992; Malat, 1989)) nabizi sofistiko-
vanéjsi pristup k problému vicetroviiovych rozkladt. Tato technika, tzce souvisejici s teorii
waveletil, spociva v aplikaci posloupnosti specialnich filtria. Je mozno ji schematicky napsat
ve tvaru

v(t) «+— (Gv,GHu,...,GH" v, H) = (vy,...,v,)

kde G, H jsou filtry horni a dolni propusti. Vysledna posloupnost obsahuje n — 1 vysokofre-
kvencnich detailii (vy,...,v,—1) a nizkofrekvenéni aproximaci v,. Soucet vSech komponent
>, vi je roven pivodnimu signalu. Teorie wavelet a multiresolution analysis je zna¢né
rozsahla a je ji vénovana fada monografii, neni tedy tfeba se zatim poustét do dalsich
podrobnosti.

Na obrazcich 8 a 9 je vykreslen vicetroviovy rozklad jiz znamého zadznamu posunuti
zemétieseni Sierra Madre pomoci rozkladu fezanou Fourierovou transformaci (46) (obrazek
8) a waveletovou multiresolution analysis (obrazek 9). Vzdy v levém sloupci je pro jednotlivé
slozky rozkladu zobrazeno spektrum, v pravé ¢asti pak ¢asovy pribéh aproximaci.
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Obrazek 8: Vicetiroviiovy rozklad ziskany Obrazek 9: Vicetroviiovy rozklad ziskany
rozdélenim Fourierova spektra waveletovou multiresolution analysis
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Obrazek 10: Kompletni analyza seizmogramu pomoci waveletové multiresolution analysis.
(a) uzkopasmovy detail, (b) modula¢ni funkce, (c) stacionarizovana ¢ast,
(d) spektralni hustota (plna ¢ara) a AR(2) aproximace (Earkované)

Na obrazku 10 je opét seizmogram Sierra Madre, tentokrat rozloZzeny waveletovou mul-
tiresolution analysis. V jednotlivych fadcich jsou ukézany (odshora) vysokofrekvenéni zbytek
a CtyTi nizkofrekvenéni aproximace, odpovidajici jednotlivym ¢astem spektra. V sloupci (a)
to je vzdy odpovidajici rozlozena ¢ast, ve sloupci (b) splajnova modula¢ni funkce (splajn
s rovnomérnym délenim na 25-30 tsekt). Ve sloupci (c) je ukdzana stacionarizovana ¢ast
slozky a jako posledni nasleduje vypo¢tena spektralni hustota stacionarizované ¢asti (plna
¢ara) spolu s AR(2) aproximaci (¢arkované). Pro vypocet byla pouzita waveletova baze typu
Daubechies fadu 8, k vypo¢tim byl pouzit toolbox Uvi_Wave (1996) pro MaTLAB® .

Seizmogram vybrany pro obrazek 10 je pomérné netypicky. U drtivé vétSiny dalsich
seizmogrami byla prvni aproximace (odpovidajici nejnizsim frekvencim) silné dominantni,
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kazda vyssi pak méla fadové mensi amplitudy nez pfedchézejici. V souladu s tim se pak jevi
vysledky dalsich vypocti, kdy byl takovy rozklad pouzit jako buzeni testovaci konstrukce:
acinky vyssich slozek buzeni byly nicotné v porovnani s u¢inky prvni slozky. Jako zévér
muzeme tedy ¥ici, Ze pfi zachovani jisté davky opatrnosti je mozno povazovat seismické
zéznamy za frekvencéné stacionarni.
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3 Aproximace spektralni hustoty

Vétsina metod FeSeni stochastickych rovnic vyzaduje znalost explicitniho tvaru spektralni
hustoty stacionarni ¢asti buzeni. Snad jediné simula¢ni metody typu Monte Carlo jsou
schopny pracovat s uplné obecnym tvarem spektralni hustoty. Pfedpoklad o urc¢itém tvaru
spektralni hustoty buzeni se v metodach objevuje bud jako explicitné zadané funkce, nebo
jako diferencialni filtr, o ktery je rozsifena rovnice soustavy, nebo formou predpisu buzeni
jako ARMA modelu. Ve skute¢nosti jsou vSechny tyto formy zpravidla ekvivalentni, v drtivé
vEtsing jde o buzeni ARMA (p, ¢) modelem nizkého Fadu, p, ¢ < 2. Je to pochopitelné, nebot
racionalni tvar spektralni hustoty spojitétho ARMA modelu je vhodny k teoretické praci a
diferen¢ni schema diskrétnich ARMA modeli se hodi do rekurentnich numerickych metod.
Shoda s naméfenymi seizmogramy byvé také uspokojivi. Seizmologové vsak Casto davaji

vvvvvv

AR(2) spektrum Ve své klasické monografii (Bolotin, 1961) uvazuje autor spektralni

hustotu ve tvaru ) )
o 2a°b
Y(w) = —

7 (a? — w?)? + 4b%w?

(47)

coz je spektralni hustota spojitého AR(2) modelu. Hodnota o2 je p¥imo rozptyl vysledného

procesu, nebot
o
| v =
—0oQ

Naopak, proces se spektralni hustotou (47) dostaneme jako feSeni diferencialni rovnice
popisujici tlumené kmitani soustavy s jednim stupném volnosti:

§(t) + 2by(t) + a’y(t) = w(t)

kde w(t) je bily Sum o intenzité

o2 5 Velocity
2 cm
2a2bo? Cont. AR(2)
fo=— 0;=1.81789
0.15 A 0o =7.94589
. .o 2 v 1 \
Lze si tedy (s jistou nadsézkou) predstavovat, s\ G=4.88533

ze se podlozi pod zékladem konstrukce chova 0.1 P

jako tlumeny oscilator. , \
Funkce 1(w) (47) ma pro a > v/2b max-0.05 [ Y

ima v w = £va? — 2b? a lokalni minimum \

v 0. Pro a < +2b ma jediné maximum gl i

v nule. Parametr b uréuje sifku vy¢nivajici Obréze?k 11:4 SpeitrélS 10 12 14rad

- .. . .. . ) ni hustota veloci-
Casti v pripadé dvojice maxim. Na obrazku gramu zemdtfesen! Big Bear (plnd

11 je vykreslena AR(2) aproximace spek- cara) a spojitétho AR(2) procesu
tralni hustoty stacionarizované ¢asti veloci- (Garkované). Smér zaznamu je E-W,
gramu zemétieseni Big Bear, 28. 6. 1992 ze epicentralni vzdalenost 42km.

stanice San Bernardino E. & Hospitality.

Tato aproximace byla vyuzita pfi odvozeni metody spektralnich rozklada i korela¢ni
metody, viz (Naprstek and Fischer, 1993, 1994, 1995) nebo dale v této préci.

Koeficienty vyjadfeni (47) odpovidaji koeficienttim klasické formulace spojitého AR(2)
(rovnice (22)) pomoci transformace

ap=a?, a; =2b, Iy=2a*bo?
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Kanai-Tajimi spektrum Jinou klasickou a v literatufe uzivanou nahradou spektra je
ARMA(2,1) model, ktery odvodil Tajima (1960) podle prace (Kanai, 1957)

Velocity

2 w? 0.2, cm’
Go <1 +4b “g—Q) Cont. ARMA(2,1)
Gw) = 2 - A 0,=1.92499
( - WT,) 1 4p2er 015} | | 00=4.1593
¢ ¢ (48) | B=-3.02328
0=0.675417
Goc? (02 + 4b2w2) 01 |
(2 — w2)2 + 4b%w?2c? ] \
0.05¢} N
]
kde 02, b, ¢ jsou konstanty ur¢ené tak, aby tato K SO\
G(w) aproximovala rychlostni spektrum po- e N

o ) ey 2 4 6 8 10 12 l4rad"
dle skutecného velocigramu v néjakém rozum-  Obrazek 12: Spektralni  hustota  veloci-

ném rozsahu frekvenci. Jako piiklad poslouzi gramu zemdtfeseni Big Bear (plna
obréazek 12, ktery uvadi aproximaci spektralni ¢ara) a spojiteho ARMA(2,1) procesu
hustoty vyse uvedeného zaznamu spektralni (carkovang). Zakladem je stejny zdznam
hustotou spojitého ARMA(2,1) modelu. jako na obr. 11

Néhodny vzorek o spektralni hustoté (48) pak ziskame filtraci (konvoluci) bilého Sumu
o jednotkové spektralni hustoté filtrem s pfenosovou funkci

ST — 912
h(T) =+Va (C %ife_b” sin (cﬂ7> + 2bce b7 cos (cﬂ7>>

Jinymi slovy, Kanai-Taimi spektrum (48) odpovid4 spektralni hustoté spojitého ARMA(2, 1)
modelu (22) s koeficienty

ap = CQ, a1 = 2bC, 50 = 62, 51 = 4b262, I() = 27TGO

Parametry Kanai-Tajimi spektra se uda-
vaji pro rizna podloZi, viz napft. tabulku 1, ’ podlozi ‘ Go ‘ b ‘ ¢ ‘
jakkoli je tfeba vzdy hodnoty upravit podle naplavenina | 0.102 | 0.34 | 184
sily predpokladaného zemétieseni. Varianty skala 0.07 | 0.34 | 27.0
tohoto spektra navrhli razni dalsi autori, za
v8echny uvedme (Clough and Penzien, 1993).

Tabulka 1: Pfiklad parametrii spektra (48)

Spektralni hustoty a aproximace na obréazcich 11 a 12 nelze povazovat za reprezenta-
tivni ¢ typické vzorky. Ve skutecnosti byva shoda mezi naméfenym spektrem a aproximaci
podstatné horsi. Na zékladé zkoumanych zaznamt nemuZeme ani potvrdit, Ze by byl model
AR(2) vhodny vyhradné pro zdznam zrychleni a ARMA(2, 1) vyhradné pro rychlost. Vhod-
nost toho kterého modelu pro posun, rychlost ¢i zrychleni zadznamu se lisi od pfipadu k
pripadu, jak muze byt vidét na analyzach seizmogramu uvedenych v pitiloze. Jediné, co
muzeme potvrdit, je pfirozeny fakt, ze model ARMA(2,1) se lépe hodi pro proces, pro
jehoz derivaci se lépe hodi model AR(2).

Spektra pro diskrétni ARMA procesy Vétsina teoretickych modeld je odvozena s
vyuzitim spojitych ARMA modelt. Odhad parametri spojitych ARMA procesu z diskrét-
nich zadznamu neni trividlni dloha a zpravidla vyuziva vzajemné transformace diskrétnich a
spojitych ARMA modeli. Jinak fe¢eno, z naméfenych dat se odhadnou parametry diskrét-
niho ARMA modelu a ziskané koeficienty se transformuji v koeficienty spojitého modelu. U
nékterych numerickych metod dochéazi k opa¢nym problémiam, kdy totiz diskrétni metoda
vyzaduje parametry diskrétniho ARMA modelu a tuloha ve své formulaci predpokladé buzeni
spojité, napiiklad se spektrem (48).
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Vztahem spojitych a diskrétnich ARMA modela se zabyva nékolik praci, letmo se o
ném zminuje i Priestley (1981), av8ak i on se odvolava na ¢lanky (Phadke and Wu, 1974,
Pandit and Wu, 1975). Tam se ukazuje, Ze diskretizaci spojitétho ARMA(p,q) modelu
vznikne diskrétni ARMA(p,p — 1) model. Jinymi slovy, je-li spojity ARMA(p,q) proces
X (t) pozorovan v diskrétnich okamzicich s krokem At, vysledny diskrétni proces bude pravé
ARMA(p,p—1). Na druhou stranu, pro dany diskrétni ARMA(p,p—1) a dost maly ¢asovy
krok At existuje jediny jemu odpovidajici spojity AR(p) proces.

Urceni koeficientdi aproximace je moZzno provést v zésadé dvéma zpusoby: jednak
odhadem koeficientu diskrétniho AR(2) modelu ze zdznamu samotného a naslednou trans-
formaci na model spojity, a nebo aproximaci odhadu spektralni hustoty zaznamu funkei (47)
metodou nejmensich ¢tverct. Protoze odhad koeficientt spojitého ARMA modelu z diskrét-
nich realizaci neni piimocary, preferujeme zde metodu aproximace spektralni hustoty.

Tuto druhou metodu je vyhodné provadét ve dvou krocich: vypocet pocateéniho pri-
blizeni a néasledné nelinearni optimalizace. Pocatecni priblizeni muze byt urceno feSenim
preurcené soustavy

wi wi 1 1/9% (w1)
wy wi 1 M 1/9%* (w2)
. 72 = :
: o :
wi w1 1/ (w,)
kde wi,...,w,; r > 3 jsou poradnice nékolika bodi v okoli maximélni hodnoty odhadu
spektralni hustoty *. Ziskané koeficienty 74, 12, o pak dosadime do funkce
1

49
naw* + maw? 4+ 1o (49)

a porovnanim koeficientti ¢ (w) (24) a (49) ziskame

o = \/Nno/na &1 = \/m2/ns + 260 fo =27/

Kone¢né koeficienty a, b, o ziskdme nelinearni minimalizaci

min [[¢*(w) — ¢ (w)]|

vzhledem k a, b, o s pouzitim a, l;, 6 jako pocateéni aproximace. Timto zpiisobem byly
ziskany aproximace spektralni hustoty slozek vicetroviiového rozkladu na obrézku 10 na
strané 27.

Obdobného postupu je mozno pouzit i pro hledani koeficienti ARMA(2,1) procesu.
V prvnim kroku hledame pocatecni priblizeni stejné jako pro vypocet AR(2) koeficientii,
nelinearni optimalizaci pak provadime jiz pro koeficienty ARMA(2,1) modelu, s nulovym
pocateénim priblizenim pro koeficient 51 z MA ¢asti rovnice (22).

Hlavnim tskalim uvedeného postupu zistava vypocet dostateéné vérohodného odhadu
spektralni hustoty ze stacionarizované Césti seizmogramu. Podle doporuceni uvedeného v
publikaci (Andél, 1967) byl pouZivan Parzeniv odhad spektralni hustoty, ktery vychéazi
z prace (Parzen, 1961). Jako fada jinych odhadu pracuje tak, Ze shlazuje periodogram
integralnim okénkem sitky M vzorku. Na prikladech se znamou spektralni hustotou je mozno
ovétit, Ze, v souladu s tvrzenim knihy (Andél, 1967), je optimalni sitka okénka M = N/6
az M = N/4. Nicméné v nékterych piipadech dava odhad i pro ,optimalni“ le¢ ruzné
hodnoty M dost zasadné rozdilné aproximace spektralnich hustot. Jednotlivé aproximace
mivaji podobné hodnoty rozptylu (jakozto integralu), dosti dobfe odpovidajici hodnotam
rozptylu samotné fady (jakozto primérnému souctu kvadratit hodnot vzorki). Lisi se vSak
§ifkou a hodnotou maxima, nékdy mirné i jeho umisténim. Bohuzel, zrovna tyto vlastnosti
nepifjemné ovliviuji chovani korela¢ni metody, jak je uvedeno v kapitole o chybové analyze
korela¢ni metody.
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4 Reseni tloh

Pohyb linearni soustavy tuhych téles vybuzeny pohybem podpor (napiiklad pfi zemétieseni)
se popisuje rovnici

Mii(t) + Bu(t) + Cu(t) = —F¥(t) — Gv(t) (50)

kde

M, B, C — jsou reilné konstantni ¢tvercové matice rozméru n x n
F, G — realné konstantni obdélnikové matice typu n x m

u(t) — sloupcovy vektor odezvy odpovidajici posunim (n)

v(t) — sloupcovy vektor predepsanych posunt v podporach (m)

n, m — pocet slozek vektoru neznadmych, resp. pravé strany

Pocateéni podminky budou vzdy uvazovany nulové, nebot soustava byva pred pocatkem
zemétfeseni v klidu.

Casto se na pravé strané rovnice (50) uvazuje pouze vektor popisujici zrychleni ¢ silu
(ktera je ovSem zrychleni pfimo timérna). To je moZno uZzit napiiklad pfi buzeni vétrem, kdy
je pusobici sfla znamé, nikoli pfi vypoctu Gcinkt zemétieseni. V nasem piipadé je mozno
redukovat buzeni na jediny vektor pouze ve specidlnim piipadé, kdy totiz uvazujeme matici
tlumeni B imérnou matici tuhosti C. Pro ozFejmeni odvodime varianty rovnice (50).

Vychodiskem bude rovnice rovnovahy sil pro spole¢ny vektor neznamych posuna kon-
strukce a znamych posunii podpor

M 0 ii B Bp )/ u C Cyp\(u) (o0
(0 M22><V>+<BQ1 BQQ)(V)+(021 Cao v /) \P (51)
kde P je vektor nezndmych sil piisobicich v zédkladech. Roznasobenim prvniho fadku rovnice
(51) prejde tato pfimo v rovnici (50), kde F = Bz a G = Cja. Zavedenim substituce

u=w — C_lclgv

se (50) transformuje na rovnici pro neznamé w, kdy na pravé strané bude figurovat zrychleni
a rychlost:

Mw (t) + Bw(t) + Cw(t) = -MC ' Cov — (Biy — BCT!Cyo)¥(2) (52)

Pokud by B bylo nasobkem C, ¢len s v vypadne.

Neni dulezité, zda se k vypoc¢tu uziva rovnice (50) ¢ (52), neznamé obou rovnic jsou
propojeny jednoduchou linearni transformaci. DileZité je, Ze s vyjimkou specialniho pripadu
je nutno brat jako vstup vzdy dvojici procesu, k posunuti ¢ zrychleni i rychlost.

Nebot uvazujeme soustavu linearni, je v deterministickém piipadé mozné bud povaZovat
celou pravou stranu za jednu funkci nebo provést vypocet dvakrat pro jednotlivé Cleny
a vysledek secist. P¥i vypoctu kovarianénich charakteristik odezvy vSak neni postup tak
pfimocary. Budto je nutno brat v tvahu celou dvojélennou pravou stranu, nebo je tfeba
pocitat rovnéz vzajemné kovariance piisobené jednotlivymi slozkami buzeni. Ktery piistup
je vhodnéjsi pak zavisi na zvolené metodé.
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4.1 Deterministické rFeSeni

Numerické FeSeni rovnice (50) je zékladem metod typu Monte Carlo ¢ prostiedkem k
hrubému odhadu chovani systému. K numerickému feSeni uvedeného typu tloh je moZno
pouzit fady vice ¢ méné osvédéenych a (predevsim) jiz naprogramovanych fesi¢i po¢atecnich
tloh. Jistym omezenim je fakt, Ze pfevedeni nasi tlohy na diferencialni rovnici prvniho fadu
znamené zdvojnasobeni velikosti matic, s nimiz pracujeme. Rovnéz je nutno pocitat s tim,
ze data pravé strany jsou déna v diskrétnich bodech, coz rovnéz zizi vybér.

Newmarkova metoda Velmi popularnim néastrojem k feseni pocate¢ni tilohy s rovnici
(50) je Newmarkova metoda (Newmark, 1959). Mezi jeji hlavni vyhody patii snadné ap-
likovatelnost pro soustavy, jak bude uvedeno dale. Formule pro k + 1 krok mé tvar

(aoM + a1B + C) ug1 = P(tr) + M (apug + a2t + asiiy) + C (a1ug + aguy + asiy)

kde . , . .
ag—ﬁAtQ al—m GQZM 032%—1
ag=7%—1 a5:%(%—2> ag = At (1 —7v) a7 =~At
P(t) = —Fv(t) — Gv(t)
Jednotlivé aproximace feSeni v Casovych okamzicich ¢, = k - At jsou oznaceny uy, ug

je dano pocatetni podminkou. 8 a ~ jsou parametry metody, pro 5 > % (% +'y)2, v >
%, %—1-74- B > 0 je metoda nepodminéné stabilni. Komeréni konecnéprvkovy systém ANsys®
pouziva hodnoty 8 = i (1+ 70)2 , Y= % + 70, kde 7o je faktor poklesu amplitud (amplitude
decay factor), implicitné 79 = 0.005 (ANSY'S, 1990). Detailni rozbor metody a jeji aplikace
na rozsahlé soustavy vzniklé metodou kone¢nych prvki popisuje Zienkiewicz (1977). Metoda
vyzaduje v kazdém kroku feSeni soustavy rovnic s matici, jiz je mozno rozlozit na zacatku

vypoctu.
Jak bylo feceno, New-
markova metoda je sice pro Newmark vs. spline method: dt=0.1Tn

10

vhodné parametry § a v abso- T
lutné stabilni, ale pro rozumnou 08
piesnost je zapotiebi uvazovat g

délku dostatecné malou kroku. 1

V literature se uvadi pozadavek .
At < 0.1T,, tedy mensi nez |
0+

desetina nejmensi (uvazované)
vlastni periody soustavy. A i -02-
pro dost mald At metoda méni 4|

frekvenéni obsah odezvy. Jev /]

je ukdzédn na obrazku 13 pro 05 ]
rovnicl o Tn
-1.0 " T " T " T " T " T " T i T "
Y . — 0 04 0.8 1.2 16 2.0 24 2.8 3.2
m-i+keu 0 (53) + spline solution 11 Newmark solution

u(0)=1 a u(0)=0 )

Obrazek 13: Porovnani feSeni tlohy (53) Newmarkovou
metodou (P) a pomoci splajnové aproximace pravé
strany (e)

vlastni periodu T, = 27/m/k (podle algoritmu (56)). Casovy krok At = 0.17),

jejiz feseni u(t) = cos(t %) méa

Na obrazku 13 je vykreslen priibéh pfesného FeSeni (hladka ¢ara bez znalek, splyva
se splajnovym feSenim) spolu s feenim Newmarkovym. Jak je vidét, i pro At = 0.17,
je frekvenéni zkresleni Newmarkovy metody znatelné. Pro porovnani je obrazek doplnén
FeSenim spoctenym podle algoritmu (56), ktery vyuziva aproximaci pravé strany kubickym
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splajnem. Refeni vypoétené touto druhou metodou se (v tomto piipadé) pii stejné délce

kroku od presného feeni takika neligi. Na vodorovné ose je vynesen pomér t/T,,. Pro testy

byla pouzita implementace Newmarkovy metody uzita v toolboxu CALFEM (2002) pro
®

MATLAB .

Metoda zaloZena na Duhamelové integralu Prace (Nigam and Jennigs, 1969) a (Beck
and Dowling, 1988) se zabyvaji numerickym fesenim odezvy jednoduchého oscilatoru

i+ 260 + w?x = —a(t) (54)

a pusobici zrychleni a(t) nahradi po ¢astech linearni funkci. Vzniklou jednoduchou linearni
rovnici je mozno vyfesit presné pro odezvu &, & i  (po fadé zrychleni, rychlost, pfemisténi)
a podle pTesnych vzorcu pak rekurentné pocitat ¢asovy pribéh pozadované veli¢iny. Préce
(Beck and Dowling, 1988) navrhuje efektivngjsi implementaci ptvodniho algoritmu z (Nigam
and Jennigs, 1969). Nicméné, autofi se stale omezuji na skalarni piipad.

Koneéné prvky Vypocet pomoci koneénych prvki je navrzen v (Kujawski and Deai,
1984), nicméné jeho algoritmus dava presné feSeni pouze pro nebuzené (vlastni) kmitani
oscildtoru s nulovym tlumenim.

Reseni systému rovnic Obliba Newmarkovy metody je zaloZena na moznosti po&itani
odezvy pro rozsahlé soustavy rovnic, ¢asto vzniklé pri pouziti FEM. Pro soustavy malé ¢
stfedni velikosti je vS8ak moZno zobecnit pfesnou metodu zaloZenou na Duhamelové inte-
gralu. Rovnici (50) je jisté mozno piepsat do tvaru

Mii(t) + Bu(t) + Cu(t) = > A;pi(t) (55)

kde p;(t) jsou skalarni procesy a A; jsou konstantni vektory ur¢ujici umisténi jednotlivych
slozek buzeni. Protoze je mozné resit rovnici pro kazdy ¢len pravé strany zvlast, staci uvazo-
vat pouze jediny ¢len.

Je-li pravé strana zadéana v diskrétnich bodech, je potieba ji aproximovat vhodnou spoji-
tou funkci. Pfirozenou volbou jsou linearni funkce, v takovém piipadé je mozno Duhameliv
integral rovnice spocist presné. Vysledna metoda bude dosti podobna Newmarkové metodé.
Obdobny algoritmus je mozno formulovat i pro aproximaci skalarni slozky pravé strany
pomoci splajnt, napiiklad kubickych (viz (Fischer C., 1998)). Takovéa globélni aproximace
diskrétni pravé strany resi nékteré problémy se stabilitou Newmarkovy metody a umoziuje
pouziti i v pripadé&, kdy vzorkovaci frekvence dat pravé strany je prili§ nizk4 pro bezpetné
pouziti Newmarkovy metody. Pochopitelné, je-li prava strana zadana pouze diskrétni mnozi-
nou hodnot, kazda spojita aproximace vnasi do rovnice nepodloZzenou informaci. Linedrni
volba zajisti vice méné konzervativni vysledky maximalnich amplitud, globaln{ aproximace
kubickym splajnem zase zachovéani frekvenéniho obsahu. Jsou pfipady, kdy je mozno na zak-
ladé znalosti fyzikalniho pozadi rozhodnout o vhodnosti té ¢i oné metody, nékdy je napiiklad
zéddouci minimalizace kiivosti aproximované funkce, jak ji nabizi kubické splajny. A je tfeba
pfipomenout, ze skuteéné hrubé zaznamenana data nenapravi sebelepsi aproximace.

Nasledujici algoritmus vyuZziva rovnici (55) pro jedno konkrétni j prevedenou na na
soustavu linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu

U=Q -U+Fpt)

U:<3> Q=<_MO—1C _MI—IB> FZ(K)

kde
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Regeni se pak hleda pro kazdy ¢len pravé strany ve tvaru

t
U(t) = QRUE0U (1) + / QU F p(r)dr

to
kde U(tg) je vektor pocatecnich podminek. Uvazi-li se linearni aproximace j-té (skalarni)
slozky pravé strany — oznacena r(t) (index j vynechéan),

~ pj(ti) —pj(ti-1)
rifr) == b — tij—l (

T —ti—1) +p;j(ti—1) pro 7 € (ti—1,t;)

pak s oznacenim r; = F;p;(t;) = F;r(t;), Aty =t; — t;—1 je mozno formulovat algoritmus

a1 =Q 'ro
proi=1,2,...
R = exp(QAt)
qi-1 = q; (56)
a = Q'
si = Q7' (ai—qi-1)

U; = R(Uj_1+s;+q;—1) —s; —q;

Zde Uy je pocatecni podminka a U; jsou feSeni v bodech ¢asové diskretizace. Je zfejmé, Ze
v pripadé konstantniho ¢asového kroku At bude moZno vypodist maticovou exponencialu
R mimo cyklus. Navic, tutéz vypoctenou R je mozno vyuzit pfi vypoctu pro rizné pravé
strany.

Nésleduje algoritmus pro pravou stranu aproximovanou kubickym splajnem. V tomto
piipadé je j-ty ¢len pravé strany p;(t) na k-tém intervalu splajnového déleni, ¢ € (tx, ty11),
reprezentovan koeficienty pr., ..., pr3: pj(t) = Pro + prit + pk72t2 + pk73t3

prot=1,2,...
R = exp(QAt)

xo = Q'(R-DF;
x1 = QP?R-AIQ-DF; =Q '(xg — AtFy)
x; = Q2R -2AtQ - A2Q? — 2DF; = Q 1(2x; — A2 F))

x3 = Q7 46R - 6AtQ —3AQ% — A*Q3 — 6D)F, = Q 1(3x2 — A3 F))
U; = RU;_1 + pi3X3 + pi2X2 + pi1X1 + pi,oXo
(57)
Snad jen podotknéme, ze v piipadé konstantniho ¢asového kroku (coZ je obvykly piipad),
maticové exponenciély) provést jednou na zacatku cyklu.
Mocnym néastrojem pro vypocet maticové exponencialy i pro rozsahlé a ridké matice je
programovy balik EXPOKIT (Sidje, 1998).

4.2 StochastickA Newmarkova metoda

Pomérna jednoduchost vypoétu (deterministického) feSeni rovnice (50) laka k vytvoreni
obdobného vypocetniho prostfedku i pro stochastické rovnice. Jednim z pritkopnikt tohoto
pristupu je C. W. S. To. Zavedl rizna implicitni a explicitni pfim4 integra¢ni schemata pro
linearn{ i nelinearn{ nahodné vibrace. Jako prvni to byla stochastickd metoda centralnich
diferenci (To, 1986), stochastickd Houboltova metoda, algoritmy Newmarkova typu (To,
1992). Naproti tomu stochastickou verzi metody zaloZené na vyuziti Duhamelova integralu
(korela¢ni metoda dale v této praci) publikoval Naprstek and Fischer (1995).

Strucny popis stochastické Newmarkovy metody uvedeny v tomto odstavci vychézi z
¢lanku (Zhang et al., 1999). Metoda odvozena v ¢lanku uvazuje pravou stranu rovnice (50)
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jako jednoduchy vektor p(t). Ve svétle uvodu této kapitoly to neni moZzno povazovat za
dostatecné a bude tieba navrhnout modifikaci metody.
Uvazujme tedy pro zacatek jednoduchy tvar rovnice

Mii(t) + Bi(t) + Cu(t) = p(¢) (58)

Navic predpokladame, ze p(t) = m(¢)n(t), kde m(¢) je vektor deterministickych modulaci
a 7(t) skalarni stacionarni gaussovsky nédhodny proces.
Newmarkovu metodu je mozno prepsat do tvaru rekurence pro hledany vektor U,, =

()

Un+1 =T,U0, + TP, (59)
pricemz
N2 N3 N, BAt? N1> < Pn >
T, = , Ty = P, = 60
! < N5 Ng ) 2 < N7  ~yAtN; Pnt1 (60)
2 -1
N; = (M+~AtB+ At C)

1
N, = I-N; (AtQC n (1 - B) At3BM‘1C>
2 2
1
N; = N, (AtM n (’y ~ 2> A’B — (% - /3) At3BM1B)
_ } . 2 7 3 -1
N, = N, <<2 5) AT + (2 ﬁ) APBM
_ (7 3 -1
Ny = —-N; (AtC (2 5) APCM C)
Ng = I-N; <7At20 +AIB — (% _ /3) At3CM_1B>
_ _ (7 3 -1
N, = N, ((1 ~) At (2 5) APCM )
kde B a~ jsou znamé parametry Newmarkovy metody.

4.2.1 Buzeni modulovanym bilym Sumem.

P1i buzeni centrovanym gaussovskym modulovanym bilym Sumem bude i odezva centrované
a pro kovarianén{ matici bude moZno psat

K(tny1) = T1K(t,)T] 4+ ToS(t,) Ty + T1K; (t,)Tg + ToK (t,)TT] (61)
kde

T T

o T u,u, u,u,
K(t,) = EU, U} = E( P S ) (62)

T T
S(t) = EP,P] = E( Prbn, - Pl ) (63)
Pn+1Pn  Pn+1Ppy1

T T
K,(t,) = EU,PT = E( "Pn ‘.lnp”+1> 64
() T (unpZ o (64)

Buzeni ma, jak bylo fefeno, tvar p(t) = m(t)w;, kde m(t) je vektor deterministickych
modula¢nich funkei a w; diskrétni skalarni (realny) bily Sum. P¥i oznaceni 02 = Ewwy

bude
Eo ol — m(t,)m(t,) o2 m=n
PnPm = 0 m#n
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a proto

S(t,) = () )

0 m(tn1)m(tni1) oy,

Hodnoty Eu,p! a Etu,p/nemusi byt (mozna ponékud piekvapivé) nulové, mohou byt vy-
pocteny z rovnice (59). Prendsobenim rovnice (59) vektorem P, a aplikaci operétoru
matematického stfedu ziskame

EU,.1 P}, = TiEU,P[., +ToEP, P!,
= TyHEUGP,,, + T2EP,P]

ProtozZe pocateéni podminky Ug jsou konstantni, prvni ¢len pravé strany vypadne a rovnice
po rozepséni dostane tvar

E( lln—‘rlpZJrl un-i—llerQ > _ T2 < 0 0 ) (65)
un+1pl+1 un+1pl+2 Eanplﬂ 0

Po dosazeni rovnice (65) v ¢ase t, namisto t,4; do rovnice (64), bude mozno smisenou
kovarian¢ni matici K;(¢,) zapsat jako

[ BA#*NEp,p, 0
Ki(tn) = ( vAt N1Ep,p! 0

4.2.2 Diskrétni ARMA model buzeni, p > 1.

Zhang ve svém ¢lanku pouziva diskrétni ARMA model, jehoZz koeficienty urcuje transfor-
maci spojitého Kanai-Tajimi spektra (48) metodologii podle ¢lanki (Phadke and Wu, 1974;
Pandit and Wu, 1975). Diskrétni ARMA(p, ¢) model je definovan vztahem

p q
Nn + Z AjTln—j = Wn + Z bjwnfj (66)
s =1

kde w; je posloupnost centrovanych nekorelovanych nahodnych veli¢in (bily sum), Ew;w; =
o2 . Rovnici (66) je mozno piepsat do tvaru

N, = An,_1 +dn (67)

kde matice A méa nenulovy prvni fadek a jednotkovou prvni subdiagonalu

a]_ a2 e ap

-1 0 0 O
A=— ) (68)

0 -1 0

Dale bylo oznaceno
Tin
T b
G Sl B (69)
p—1x1
Mn—p+1

Vektor buzeni n; lze pridat k neznamym a oznacit jej jako yy,:

Up+1
Ynt+1 = Up+1
77n+2
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Po dosazeni do rovnice (59) bude

Yn+1 = Ty, + Znio (70)
kde matice T dimenze (2N +p)x (2N +p) méa tvar (N je poet neznamych ptivodni soustavy)

T, Tj3 . 0o >
T = a z je vektor: =z =
< 0 A > ! e ( An+2

Ve vyrazu pro T je matice T je definovana rovnici (60), matice Ty rovnici (67) a

T, — ( BAN m(tpy1) Nym(t,) 0---0 > -
’}/AtNlm(tn+1) N7m(tn) 0---0 DN xp

K odvozeni matice T3 je vhodno si uvédomit, ze buzeni méa tvar p,, = m(¢,)n,. T3 je volena

X
tak, aby T2 (Pn, Pnt1) = Tampyy.
Z rovnice (70) ziskame rekurentni formuli pro kovarianéni matici systému

Eyni1Yni1 = TEyny  T' + Ko + K3 + KJ = TEy,y, T' +Z (72)

kde Z = Ky + K3 + K], Ky = (Eznz,)) a K3 = TEy,z| ,. Matice Ky mé jeden jediny
nenulovy prvek ¢; na pozici (2N + 1,2N + 1)

q
cL = (14—21)?) o2
i=1

Odvozeni tvaru matice K3 je v citovaném ¢lanku provedeno chybné. Zde budeme postupovat
nasledovné. Do vyrazu

T
Un 02N x1
u,
Eynzl_ﬂ =E T+1 . Wp42 + Z?:l bjwn_j+2
TIn—p+2 Op—lxl
postupné n krat dosadime za y,, podle rekurence (70):
EYnZI+2 = E (Tyn—l + Zn+1) : Zl+2 = TEYn—l-ZZ+2 +Ezpy1 - ql+2

= E(T(Tyn_o+20) +Znt1) Zps0 =

2 T T T
=T"Eyn 22,9+ TEzy.2,, o + Ezpy1 -2, 5
T -1 T T T
= TIEyn_¢2p 0+ T Ezp_g12.2,,0 + ...+ TEZy.2,, o + EZpy1 -2, 5

= T"Eyo.z, .o+ T 'Ezo.2) o+ ...+ TEzy.2, o + EZyi1 -2, o

Nebot yo povazujeme za deterministické pocateéni podminky, bude Eyo.zl 19 = 0. Dale
oznacme

Ez, ;- 2z, = §; (73)
€, je ¢tvercova matice rozméru 2N +p, jejiz jediny neulovy prvek na pozici (2N +1,2N +1)
ma tvar '

(v + i bibie ) o2 i<a
pro

0 J>q
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Proto .
EYnZI+2 = Z Tjilgj
j=1

a celkové bude

q
K3 = TEynz, = » T, (74)
j=1

Pripomenme, ze matice §; maji jediny nenulovy prvek. Proto matice Eynzl 49 anasledné
i K3 maji nenulovy pouze (2N + 1)-ni sloupec.

4.2.3 Zobecnéni metody pro pravou stranu obsahujici derivaci

Jak bylo diskutovano vyse, jednoduché prava strana v rovnici (58) neni dostateéné obecna
v piipadé konstrukce buzené pohybem podpor. Pro feseni rovnice (50) je potfeba metodu
modifikovat.

Uvazujme opét buzeni jakozto vektorovy nasobek skalarniho diskrétniho ARMA(p, q)
procesu. Derivace v(t) na pravé strané (50) se bude aproximovat zpé&tnou diferenci, proto
budou v kazdém kroku zapotiebi tii hodnoty nx11, N a nx—1. Bude proto nutno pouzivat
alespon tfi AR koeficienty, byt by ao byl nulovy. To jest, rozmér matice A definované rovnici
(68) bude alespon 3. Je-li

v(ty) = m(tg)ne a v(tg) = m(tg)ne + m(tk)%

pak
m{t . m(t
e = p(ty) = s(tx)me + F A(tk)ﬁ’f‘l kde s(t)=—F (m(’f) + A(t)> + Gm(t)
V postupu popsaném rovnicemi (67) az (74) nahradi matici T3, definovanou rovnici (71),
matice
T ( Ny BAEN; ) ( 0 s(ty) Fm&’“) o .. 0 )
5T m(tgi1)
N7 ~AtN, S(tp+1) F—x7 0 o .

Ostatni postup muze ziistat beze zmény.

4.2.4 Numerické priklady

Na tomto misté ukédZeme chovani metody pfi aplikaci na piiklady uvedené v priloze na
strané 66.

Priklad 1 V piipadé stacionarniho _ S—
buzeni, jak je pouzito v zédkladni varianté buzeni Ifr?sn?
piikladu 1, je vysledkem stacionarni pro- At AR(2) ARMA(2,1) resent
ces, jehoz rozptyl pro jednotlivé varianty 0.125 | 0.220273 0.211072 0.253115
metody uveden v tabulce 2. Parametry 0.01 | 0.254184 0.254184

diskrétniho ARMA buzeni jsou uvedeny Tabulka 2: Vysledky Newmarkovy metody, prik-
v tabulce 7 na strané 66. lad 1

C‘asovy krok At = 0.125 se ukazuje jako nedostatetny, jakkoli vliv na kvalitu vysledku
ma i nepfesna aproximace spojitého AR(2) modelu. Naopak, pro At = 0.01 jsou identické
vysledky pro AR i ARMA buzeni zptusobené tim, ze MA koeficient v ARMA(2, 1) aproximaci
je v podstaté nulovy. Vliv délky ¢asového kroku na presnost feSeni je rozebran v praci (Zhang
et al., 1999). Zhang zde doporucuje (v souladu s vSeobecnym doporucenim pro klasickou
Newmarkovu metodu) brat hodnotu 7'/10, kde T' je minimalni vlastni perioda soustavy. V
nasem piipadé by to bylo 0.099.
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Piiklad 2 Druhy piiklad budeme zkoumat pro tfi rizné volby modula¢ni funkce: pro jed-
notkovou skokovou modulaci, dvojité exponencialni funkci (A.5) a pak pro analyzu konkrét-
niho piikladu zemétieseni se splajnovou modulaci. V prvnich dvou pfipadech budeme brat
diskrétni ARMA(2,1) aproximaci spojitého AR(2) buzeni se spektralni hustotu buzeni s
koeficienty (A.3), v poslednim pak s koeficienty (A.4). Koeficienty pouzité aproximace jsou
vypsany v tabulce 8 na strané 68.

Buzeni skokovou modulaci je kvazistacionarni déj, rozptyly ustéleného feseni je
mozno spocCist analyticky, jak je uvedeno v priloze. Nekone¢na derivace v pocatku byla
aproximovana velkym pulsem po dobu 2At, nicméné to na tvar vysledki nemélo vyrazny
vliv.

Vypoctené hodnoty rozptyli TeSeni koefi-

cientit jsou v tabulce 3, priibéh je pro ob& gggps| A0 T T
délky kroku naznacen v obrazku 14. Zde \j . uzel3
vodorovné ¢ary naznacuji piesné reSeni. 0.0004 1'! /,}-'f ,'i:'/'/?
00003} 1 X ——= 001 uzly 2.4
hodnoty x10™* [ uzly: 15[ 24 | 3 | /\x }
At =0.125 2298 | 4283 | 5522 | “O% 17 s
At =0.01 1.977 3.455 | 4.301 | 0.0001
presné 1.932 3.373 | 4.194
2 4 6 8s
Tabulka 3: Vysledky stochastické Newmarkovy Obrazek 14: Casovy  prubéh  rozptylu
metody pro piiklad 2 odezvy mostku pii skokové modulaci

Buzeni dvojité exponencialni modulaci Obrazek 15 ukazuje ¢asovy pritbéh rozptylu
odezvy mostku pro buzeni definované modula¢ni funkci (A.5) a diskrétnim ARMA(2,1)
modelem aproximujicim spektralni hustotu (A.3). Vypocet pro delsi ¢asovy krok At = 0.125
je vykreslen
¢arkovanou carou, nejvyssi  kiivky
odpovidaji stfednim bodim mostku.

Opét se zde ukazuje, ze prilis dlouhy
casovy krok hrubé nadhodnocuje wvy- 0000035
poctené hodnoty rozptylu. 0.00003 K N 40125

Bylo by zajimavé porovnat feSeni ggo0025
tlohy klasickou stochastickou New-
markovou metodou podle formulace
¢lanku (Zhang et al., 1999) a zobecnéné
metody pro pravou stranu obsahujici
derivaci buzeni odvozenou v této praci, s 10°
le¢ v tomto piikladé rozdil mezi obéma =

5 10 15 20 25 30s
feSenimi necini ani tloustku C¢ary v Obrazek 15: Casovy pribéh rozptylu odezvy
obrazku. mostku pri exponencialni modulaci

At=0.01

0.00002

0.000015

0.00001

Buzeni podle skute¢ného seizmického zaznamu zemétieseni Sierra Madre mize
byt predepséno jako jedenactitsekovy kvadraticky B-splajn vykresleny na obrazku 16 spolu
se spektralni hustotou (A.4). Koeficienty pouzité aproximace jsou vypsany v tabulce 8.
Na obrazku 17 je vykreslena odpovidajici odezva. Nejvyssi kiivka opét zobrazuje rozptyl
odezvy prostifedniho bodu mostku. Vliv derivace buzeni (ve vyfezu obrazku 16) na celkovou
odezvu, ktery dovoluje zahrnout do vypoctu zobecnéna metoda z odstavce 4.2.3, je i v
tomto pripadé zanedbatelny. Rozdil rozptylu feSeni pocitaného klasickou a novou metodou
je vykreslen ve vyfezu v obrazku 17. Vyhody zobecnéni Newmarkovy metody se ziejmé
projevi az ve zvlastnich aplikacich.
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0.35 fcm 0.15 1.4 fem? 0.0006
03t 01 1.2 0.0004
0.05 0.0002
0.25 | 1
5 10 15 20 25 s 5 10 15 20 25 s
02t -0.05 0.8 -0.0002
0.15 | o 0.6 -0.0004
0.1} 0.4
0.05 | 0.2
10 15 20 25 s 10 15 20 25
Obrazek 16 Splajnova modulaéni funkce (11  Obrazek 17 Casovy priibsh rozptylu odezvy
usekl) zdznamu zemétieseni Sierra Madre mostku pfi splajnové modulaci. Ve vytfezu
28. 6. 1991. Ve vytezu jeho derivace. vliv derivace buzeni na celkovou odezvu.

4.3 Korela¢ni metoda

Zavedenim v = s a 1 = r je mozno redukovat rad diferencialni rovnice (50), oviem za cenu
zdvojnasobeni velikosti matice soustavy.
Piedpokladejme j-tou slozku buzeni ve tvaru spojitého AR(2) modelu se spektralni

hustotou

2T (a(),j — w2)2 + a%ij

Yj(w) =

Zminéné buzeni se do soustavy zavadi jako (spojity) bily Sum filtrovany linedrnim difer-
encidlnim filtrem druhého radu, kde ap; a a1 jsou AR parametry j-tého filtru, jez ma
na vstupu bily Sum wj;(t) o intenzité Iy ;. Pomoci takové soustavy filtrii je mozno rozsirit
puvodni soustavu do tvaru, kde na pravé strané bude pouze bily Sum, jeho filtrace pak bude
soucasti resené soustavy.

Soustavu pak bude mozno pfepsat do Cauchyova tvaru

U(t) = QU(t) + Hm(t)w(t) (75)
kde
u(t) 0
0
ult) = \r/((?) H=
s(t) L.xm
0 Loxn 0 0
| -M'c -M'B G -M'F
Q 0 0 0 Luxm
0 0 — —

a; =diag(a;1,...,0im) 1 =0,1;  w(t) = (wi1(t),..., wm(t))T

U(t) — sloupcovy vektor délky 2n + 2m

H - matice rozméra (2n + 2m x m).

w(t) — vektor bilych Sumt pro m podpor

oy, o — vektory AR(2) koeficientt
Za predpokladu pomalé zmény modula¢ni funkce je mozno zanedbat derivace m(t). V
takovém piipadé bude u(t) = m(t)us(t), i(t) = m(t)is(t) a podle Itoovy formule (18)
mé obecné Feeni stochastické diferencialni rovnice (75) tvar

U(t) = ) + / R(t — 7)Hm(r)dW, (76)
0
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kde U(0) je vektor pocatecnich podminek a R(t) = eQ je fundamentalni systém soustavy.
ProtoZe jsou poc¢ate¢ni podminky deterministické, je takovy rovnéz prvni ¢len rovnice (76)
a vyjadiuje postupné mizici vliv pocate¢nich podminek. Vzdy je mozné urcit pocatecni
okamzik tak, aby bylo mozno povazovat poc¢ateéni podminky za homogenni:

U0) =0

Snadno se pak ukaze, ze matematicky stfed feSeni U(¢) rovnice (75) s homogenni pocate¢ni
podminkou je nulovy. To proto, Ze se zde pouziva spojity bily Sum s nulovou stfedi hodnotou.
Kovarianéni matice je pak urena nasledujici rovnici

K(t1,t2) = tE{tU(tl)'UH(h)}

- of‘of (Rt — 7)Hm(r)dW, dWTm" () H'R (¢, — 72))

Néahodnou ¢ast odezvy je moZno pro nase tcely dostateéné popsat varianéni matici D(t) =
K(t,t). Spolu s vlastnosti (17) Itoova integralu vychazi

D(t) = / R(t — 7)Hm(7)Dy,m" (tH)H'RH (t — 7)d7 (77)
0

kde D, je ¢tvercova matice velikosti (m x m) intenzit vzajemnych soucint bilych Sumi.
Dy = E{dW,dW}'}

Rovnice (77) plati obecné pro hermitovskou matici modula¢nich funkei m(t) s nulovymi
hodnotami pro ¢ < 0 a zanedbatelnou derivaci. Pro nékteré volby modula¢nich funkci je
mozno vy¢islit integral (77) v uzavieném tvaru.

Odvozeni diferencialniho vztahu pro vypocet varianéni matice D(¢) neni v puvodni pub-
likaci (Naprstek and Fischer, 1995) zcela jasné. Je vSak moZno postupovat dvéma zpi-
soby: Bud'to vypoc¢tem stochastického diferencialu %U(t)UH (t) pomoci Itoovy formule (viz
rovnici (3.62) publikace (Pugacev and Sincyn, 1990), str. 197) nebo pfimou (determini-
stickou) derivaci rovnice (77) podle ¢ (rovnice (5.27-28), str. 281 tamtéz). V druhém piipadé
bude

D(t) = QR(t) </0tR(—T)Hm(T)DWmH (T)HHRH(—T)dT> R(t)H—|—
+R(t) </tR(—T)Hm(T)DWmH (T)HHRH(—T)dT> R(t)HQH—i—
0
TR(#) (R(—t)Hm(t)Dme(t)HHRH(—t)dT> R(1)"

Stejné jako pii vyuziti stochastického diferencidlu tak dostaneme diferencidlni vztah pro
disperzi, ktery pak pro nékteré modula¢ni funkce m(¢) bude mozno fesit analyticky:

D(t) = QD + DQ" + Hm(¢t)D,,m" (t)H" (78)

4.3.1 Korelaéni metoda pro jednotlivé modulace

Nejjednodussi pfipad nastane, pokud m(t) = mg(¢)I, tzn. modulace je stejna pro vSechny
slozky buzeni. Pfipustme v8ak ponékud obecnéjsi pripad, kdy
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Matice I; jsou vhodné diagonalni matice. Pro takové m(t) dostane rovnice (78) tvar

k
D(t) = QD(t) + D()Q" + > my(t)m; () HL; Dy I,H"
ij=1

Ukéze se vhodnym rozdélit posledni rovnici a zavést oznaceni D(t) = Zf j=1Dij(t) kde

D;;(t) = QDy;(t) + Dy (1)Q™ + m; (t)ym; (1) HL; Dy L;H" (79)

Jednotlivé modulace mivaji tvar souctu, m; = > >, mj,(t). Zcela analogickym zpiisobem
lze pridat dalsi sumu a dvojici indext, tvar rovnice se vSak nezméni. Neni vSak v tuto
chvili nutno hledat to nejobecnéjsi vyjadreni, konkrétni vyrazy mohou byt pripraveny podle
okamzité potieby.

Skokova modulace Uvazme nyni jako nejjednodussi pfipad situaci, kdy £k =1, I} =1
a mi(t) = h(t). Heavisideova skokova funkce je h(t) = 1 pro t > 0 a je nulova jinde.
Regenf nebude mit pochopitelné smysl v okoli po¢atku, nebot tam zvolen&d modulace hrubé
nespliiuje predpoklad malé derivace. Pokud se poloii

h(t)h(t)HDH" = —QD, — D,Q" (80)
feSeni D(¢) bude mit tvar
D(t) = R(t) (D(0) — D) R"(t) + D, (81)

Zde D(0) je pocateéni podminka (zpravidla nulovd) a matice Dy je feSeni Ljapunovovy
maticové rovnice (80). Ovéfeni, Ze (80) a (81) spliiuji rovnici (78), se provede pfimym
dosazenim a tpravou.

Matice Ds mé zvlastni vyznam, je rovna asymptotické hodnoté feseni pro ¢ = oco. Tato
hodnota muze poskytnout zakladni informace o konstrukeci.

Chceme-li ilustrovat funkénost metody na numerickém prikladé, pak nas nepiekvapi,
7e pro dost velkd ¢ je hodnota disperzni matice D(¢) numericky rovna Dy a odpovida
presnému feSeni problému. Pro piiklad 1 uvedeny v pfiloze na strané 66 budou zajimavé
prvky (1,1) a (3,3) matice Dy, které obsahuji vysledny rozptyl odezvy oscilatoru (prvek
(1,1)) a pro kontrolu rozptyl budiciho procesu (prvek (3,3)). Hodnoty Dy 11 = 0.25311 a
D, 33 = 0.00010975 presnému feSeni odpovidaji, jak je moZzno ovéiit v priloze.

0.0004
Pro mostek z pifkladu 2 pak vychazi hodnoty Uzel 3

rozptylu stacionarni odezvy uvedené v tabulce 4 spolu 00003 Uy 2-4
s kontrolni hodnotou rozptylu buzeni. Obrazek 18 na
pravé strané ukazuje postupny nartst odezvy. Jak bylo

feCeno vyse, je tfeba jej brat s rezervou kvili zaned- 00002 Uy 1-5
banym derivacim buzeni.
0.0001
x10~% H uzly: 1,5 2,4 3 H buzeni ‘

t=10 1.9314 | 3.3711 | 4.1918 || 1.86397
t =100 1.9325 | 3.3729 | 4.1940 || 1.86501

presne | 1.932 | 3.373 | 4.194 || 1.86501 Obrézek 18: Prabeh  rozptylu
odezvy mostku na skokové

Tabulka 4: Hodnoty rozptylu stacionarni odezvy. buzeni.

2 4 6 S
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Jednoducha exponenciala Pro modulaci
m(t) = Imgh(t)e” ™

bude

D(t) = R(t)(D(0) — Dy)R"(t) +e

kde Dy je feSeni
(Q+a)D;+D

Dvojita exponenciala Pro modulaci

m(t) = Imgh(t)(e™* —e
bude

+ZdA(

kde D;\ je Tesenim nésledujici Ljapunovovy rovnice

— (O¢+a)tD

_515)

S

s(Q+ o) = —meHD,, H"

4 RESENI ULOH

(HDIRM(t) + e 'DY)

A
Q+% SID;, + D)(Q + %I)H = —aHD,,H"
g=a+a g=a+hf g=p+a g=0+p
di=dy=1 do =d3 = —
Nabizi se moznost srovnani vysledku

vypoctu odezvy mostku z piikladu 2 0.000025 7N Korel. met

. . . orel. met.
zobecnénou stochastickou Newmarkovou 0.00002 // |
metodou a metodou korelacni. Vysledek y N \\ 77777 Newm. met.
srovnani je zobrazen na obr. 19, feSenif vy- 0.000015 | "\
poc¢tené korela¢ni metodou je naznaceno M s

) o o 0.00001 | [/
plnou ¢arou a feSeni Newmarkovo ¢arko- ,/'
vané. Zde se jiz vyraznéji projevuje vliv 5. 1076 / N N
zanedbané derivace modulacni funkce, L S
rozptyl odezvy vypocéteny Newmarkovou 5 10 15 20 25 30 s

metodou s krokem At = 0.01s nabihé
rychleji a dosahuje (mirné) vyssich hod-
not.

Obrazek 19: Srovnani priibshu rozptylu odezvy
mostku na exponencialni buzeni pro metodu
korela¢ni a Newmarkovu.

Polynomialni (splajnova) modulace Poslednim dulezitym pfipadem, ktery je tfeba na
tomto misté uvést, je modulace ve tvar polynomu. Specialnim piipadem pak bude splajnova

modulace (36) uvedena vyse. Necht m(¢)

=3 Ik (Zl 0 Thit ) kde zy; jsou koeficienty

polynomu pro j-tou slozku buzeni a necht ), | It = I. Pro takovou modulaci je mozno

pouzit vyraz (79), ale zde to neni pfilis vyhodné. Oznaéme vy (t)

koeficienty yi;; tak, ze
2r
= yit’
i=0

Resent pak hledame ve tvaru

=30 o zrit’ a definujme

(82)
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kde matice X; jsou dany vztahem

n  2r—i

(i 4 s)!
Xi=>» Y (ykl(i+s)Dkls ST

k=1 s=0

a Dys se vypoctou pomoci rekurentni formule
0=QDy, + DysQ™ — Dyys1)

Djy—1) = —HI; Dy I, H"

Je vyhodné, Ze matice Dy;s nezévisi na konkrétnich koeficientech polynomu a je mozné je
vypocist dopfedu, eventualné je pak pouzit pro vicero pravych stran.

Pouziti popsaného postupu pro splajnovou modulaci je nasnadé: cely postup se provadi
pro kazdy interval zvlast a za pocateéni podminky D(#p) v rovnici (82) se dosadi kone¢na
hodnota z predchoziho intervalu. Korela¢ni metoda tim sice ¢astecné ztraci sviyj explicitni
charakter, ale neni to ztrata zasadni. Splajnové intervaly byvaji pomérné dlouhé a hodnoty
uvnitt téchto intervalii neni nutno pocitat, pokud o né neni zajem. Na druhou stranu je
pravda, Ze zv1asté v piipadé vice slozek buzeni (m > 1) sloZitost metody oproti (naptiklad)
exponenciilni modulaci zna¢né nartsta.

Uvedme opét porovnani hodnot vypoctenych Newmarkovou metodou a metodou kore-
la¢ni.

Jak je vidét z obrazku 20, konstrukce po-

dle vysledki metody korela¢ni (pln& ¢ara)

opét reaguje pomaleji a trochu méné nez jak 1.4 }cm?®

ukazuji vysledky metody Newmarkovy (Cara 1| i Korel. met.
prerusované), nicméné oproti pfipadu expo- i

nenciadlnitho buzen{ je rozdil takika zaned- S -
batelny. Jako modula¢ni funkce byl v obou 08 1Y
ptipadech pouzit identicky splajn, zobrazeny 06} ff \\
na obr. 16 na str. 41, spojitd AR(2) spek- .1 ff 1\
tralni hustota ma parametry (A.4). Stro-
NP S L 02} 4~
jovy Cas potfebny k vypoctim byl v obou 07 N\ N\l
pfipadech podobny, nicméné vypocet New- 5 0 15 20 e
markovou metodou pouzival krok At = 0.01s
oproti desetindsobné delsimu kroku v p¥ipadé

Newm. met.

S

Obréazek 20: Srovnani pribshu rozptylu
odezvy mostku (pfiklad 2) na skutecné

metody korela¢ni. Neni to vSak zrovna ¢estné zemétieseni (zaznam Sierra Madre)
porovnéani, nebot korela¢ni metoda je vlastné vyjadfené splajnem  pro  metodu
explicitni vzorec. korela¢ni a Newmarkovu.

4.3.2 Chybova analyza

Jakou chybu ptlisobi zanedbéani derivaci modulacni funkce? Numerické vypocty ukazuji,
7e chyba metody paradoxné nezavisi tolik na chovani modula¢ni funkce m(t) jako na
pozadované spektralni hustoté buzeni. Pro¢ tomu tak je je mozno nahlédnout na zakladé
jednoduchého prikladu.

Néhodny proces o pozadované spektralni hustoté (47) je v korela¢ni metodé generovan
pomoci linedrniho diferencialniho filtru druhého radu, tedy jako feSeni rovnice

() + a12'(t) + apx(t) = w(t), x(0) = xo, 2'(0) = 21 (83)

kde w(t) je nekorelovany nahodny proces. Predpoklad nulovosti derivace modula¢ni funkce
se projevi na dvou mistech. Jednak pii konstrukci matice Q (viz (75)), kdy prava strana
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rovnice (50) by spravné méla mit tvar
—Fv(t) — Gv(t) = —(Fm(t) + Gm(t))x(t) — Fm(t)x(t)

kde v(t) = m(¢)x(t), prava strana popsand matici Q vSak ¢len Fin(¢)x(t) neobsahuje.
Druhé misto, kde se zanedbava m(t), je pii samotné konstrukei filtru. Vystupem filtru neni
totiz vektor o slozkach m(t)x(t) (kde z(t) je feSeni z ulohy (83)), ale FeSeni z,(t) tlohy

Zm(t) + 1@ () + oz, (t) = m(t)w(t)

s nulovymi poc¢ateénimi podminkami. Ukazuje se, Ze tato druhé chyba je dominantni. Ma-li
filtr nulové pocatecni podminky, bude chyba

T (t) — m(t)z

(t)x(t) =
_ Ot <e(a;\/m><w> - e(?ﬂ/m)(”)) mlr) = m®) e
1

2 Oz%/4 —

" Ve —ai/d [ (oo at/ate =) (m(r) - m(t) w(rrer]

At uz byl bily Sum odhadnut konstantou w(t) = 1 & jednim ¢lenem Fourierova rozvoje
w(t) = e“! 1ze integral rozepsat — pro w(t) =1 a m(0) = 0 jako

- _e?ta%/ll (\/mcos <t\/m) + %Sin <t\/m>> m(t)—

o/ g —

_ 2 4 2
_% ey — 0= Oy 4 R
) 2%

kde R je funkce vyssich derivaci m(t). Pro piipad w(t) = e“!
podobné, prvni ¢len tlumi exponenciala, druhé dva nikoli.

Na velikosti chyby korela¢ni metody mé tedy podil jak nenulovost derivaci m(t), tak
vlastnosti spektralni hustoty, zejména faktor o /o a tlumeni ay /2, které vyjadiuje rychlost
Gtlumu prvniho ¢lenu chyby. Jak se ukazuje pti numerickych experimentech, pravé tyto dva
faktory jsou urcujici pro velikost chyby, sama velikost derivace je podruzna.

Na zakladé uvedeného odhadu je mozno formulovat nasledujici doporuceni.

a m(0) = 0 vypada vyraz

1. I pfes nespojité derivace je mozno uZivat po Castech konstantni modula¢ni funkci.
Jednotlivé tseky vSak musi byt dost dlouhé, aby ¢len e *1/2 stadil chybu vyhladit.

2. Pro vhodné spektralni hustoty buzeni (tzn. je-li faktor a/ad dost maly) je mozno
dosédhnout dobrych vysledki i pro po ¢astech linedrni modula¢ni funkci.

4.3.3 Korela¢ni metoda pro viceiroviové rozklady

Korela¢ni metoda je schopna bez zasadni modifikace prijmout buzeni definované evoluénim
spektrem (43). V piipadé vicetiroviiovych rozkladi je mozno bud'to pouZit vyraz (79), nebo,
v piipadé splajnové modulace, rovnici (82). Je jen nutno spravné rozsitit matice F a G z
definice problému (50) tak, aby se v matici Q v rovnici (75) opakovaly pro kazdou slozku
rozkladu. Bude také jednodussi, pokud budou vS8echny modulace zahrnovat intenzitu bu-
diciho bilého Sumu, aby bylo moZno bréat za Dy, jednickovou matici.

P1i pouziti této metody je na misté obzvlastni opatrnost. Ve svétle analyzy minulého
odstavce je vidét, pro¢ ziejmé nenajde vyraznéjsiho uplatnéni. Problém spociva v tom, Ze
spektréalni hustoty jednotlivych slozek vicearoviiovych rozkladia maji (z principu) tzkopéas-
movy charakter, na ktery je korela¢ni metoda nestastné citliva. Druhy, jiz obecny, problém
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souvisi s odhadem spektralnich hustot jednotlivych slozek buzeni. Stavebni konstrukce jsou
Casto vyrazné citlivé na nékolik malo tzkych frekvenénich pasem buzeni, kam se AR aprox-
imace jednotlivych slozek trefit miize, a nebo nemusi.

Provedme vypocet odezvy znamého mostku pii buzeni seizmogramem rozloZenym wavele-
tovou multiresolution analysis, jak bylo ukdzano na obrazcich 10 a 9 (strana 27). Casovy
prubéh odezvy jednotlivych uzli mostku je ukédzan na obrizku 22. Na prvni pohled jisté
zaraz{ zjisténi, Zze maximalni hodnota rozptylu odezvy neni ani polovi¢ni oproti pfipadu
nerozlozeného buzeni. Navic se v pribéhu vypoctu zjistilo, Ze zahrnuti vysSich detailt
(druhy az ¢tvrty) nepfineslo takika nijakou kvantitativni zménu vysledku proti vypoétu
pro samotny prvni detail. Vysvétleni jevu piinese podrobné&jsi prozkouméni obrizku 21,
kde je vynesen priibéh spektralnich hustot prvnich t¥i detailti rozkladu, a jeho porovnani s
obrazkem 32, ktery ukazuje spektralni hustotu stacionarizované ¢asti nerozlozeného seizmo-
gramu. Hodnota spektralni hustoty prvniho detailu rozkladu pro w = 6.4rad ™!, coz je prvni
vlastni frekvence mostku, je takika poloviéni ( 0.043 ) oproti hodnoté spektralni hustoty
nerozlozeného seizmogramu ( 0.076 ). Hodnota druhé vlastni frekvence sice spada do oblasti
vrcholu spektralni hustoty tretiho detailu, ale mizivé hodnoty jeho modula¢ni funkce potlaci
i tento prispévek.

Na zaveér pridejme dvé poznédmky. Za prvé je ziejmé, Ze by jisté bylo mozno sestavit piik-
lad, ktery by potvrdil hodnotu vicetrovitové metody mimo jakékoli pochybnosti. A za druhé
se ukazuje, Ze hlavnim zdrojem problému pii uréovani odezvy konstrukce na (nédhodné)
buzeni neni samotny vypocet, jako spiSe spravna charakteristika budictho procesu.

2

cm
0.2 0.6
0.5
0.15 0.4
0.1 0.3
0.2

0.05

0.1

5 10 15 20 25  rad" 5 10 15 20 25 s

Obrazek 21: Spektralnich hustoty tif detailii Obrazek 22: Rozptyl odezva mostku na buzeni

frekvencéné rozlozeného seizmogramu rozlozené vicetirovihovym rozkladem .

4.4 Korela¢ni metoda s diskrétnim ARMA buzenim

Tato metoda ideové vychéazi z metody korela¢ni, bere jako zédkladni vyjadieni feSeni rovnice
(50) vyraz s vyuzitim Duhamelova integralu. Pfi pouziti buzeni popsaného diskrétnim
ARMA procesem bude zékladni formulaci metody rekurentni pravidlo pro vypocet ko-
varian¢ni matice odezvy v diskrétnich bodech, podobné jako ve stochastické Newmarkové
metodé. UkédZe se rovnéz, Zze v tomto piipadé neni nutno predpokladat specidlni tvar mod-
ula¢ni funkce ani zanedbavat jeji derivaci, nebot modulace se bude povaZzovat za po ¢astech
linearni funkci. Prace s diskrétnim ARMA procesem je podobna jako v stochastické New-
markové metodé.

Podobné jako v korela¢ni metodé je nutno zacit prevodem rovnice (50) na soustavu
linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu dvojnésobné dimenze

U(t) = QU(t) + Fm(t)n(t) + (Fra(t) + Gm(t))n(t) (84)

o= (20) = ( e Eis)

kde
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~ 0 = 0
P ), ()
nxm 2nxm

kde m(t) je vektor modula¢nich funkei takovy, ze v(t) = m(t)n(t) a n(t) je funkce takova,
7e n(t;) = n;. Pocatetni podminka bude nulova, U(0) = 0. ReSeni rovnice (84) je mozno
hledat pomoci Duhamelova integralu ve tvaru

U(t) = eQU0U (1) + / t eQU="f(7)dr (85)

to

kde f(t) je prava strana rovnice (84) tzn. f(t) = Fm(t)n(t) + (Frn(t) + Gm(t))n(t)

Odvozeni rekurze pro feSeni ProtoZze budici funkce 7(t) je definovana pouze hodno-
tami v bodech t;, je mozno ji uvazovat za po ¢astech linearni:

= (t —ti—1) +mi—1 pro t € (ti—1,t;)
t; —ti—1

n(t)

Stejnym zptusobem se d& aproximovat (vektorova) modulaéni funkce p; = m(¢;).

i — K1 (

m(t) =~
®) ti —ti1

t— tifl) +p;_q prote <ti,1,ti>

Integral v rovnici (85) lze pak pfepsat do tvaru
J t;
U(t;) = eWimU(tg) + Y Q) / QU= ()dr (86)

i=1 tiza

coz odpovida rekurentnimu vztahu

t.
U(t;) = eQ(tj—tj—l)U(tjil) +/] Q=7 (r)dr (87)

tj—1

Pii oznaceni At; =t; —t;_1, R; = eXp(QAti) a

g = Q'G . xi = Q'R 1)
= -1 F)— X9 = (X1 — AtI)XO
%0 Q (g + )Atg X3 = (X1 — AtRi)XQ

vychazi po dosazeni za m(t) a 7(t) a po vypo¢tu vyraz pro integral

t.
/ ! eQ(tj_T)f(T)d'r = Sl,inz’ + SQ,i”z‘—l
t

i—1

kde
S1i = (—X2,i — X34) Mi—1 + (2X2,; — ) W

Soi = (—%2i — X3,4) ; + (2x3; + Rig) ;4
takze rekurentni formuli (87) je moZno zapsat maticové

U1 = Q20U + Sy m; + Saimi1 (88)

Pripadny konstantni ¢asovy krok At; = At vypocet zjednodusi, neni viak nezbytny.
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Popis buzeni Podobné jako v pripadé stochastické Newmarkovy metody bude diskrétni
ARMA(p, q) proces (66) pouzit v maticovém tvaru.

Npy1 = ANy, + dnt1 (89)

kde A je definovano (68) a m,, a q, jsou dany vztahem (69). Vektor neznamych posuni a
rychlosti U; se opét rozsifi o neznamé hodnoty buzeni n; a rovnice (88) rovnici (89). Po
U,

dosazeni y,, = ( n > bude

Yit1 = Ziyi + Zit1 (90)

eQAti Lz 0
(%o 4)==(a)

L; = (S1,,524,0,...

kde
Z;, =

Matice L; budou mit tvar

70)

Vypocet kovarian¢ni matice Vypocet disperze odezvy je mozno provést podle definice
kovarian¢ni funkce pro proménné y; definované rekurenci (90) za predpokladu, Ze matem-
aticky stfed odezvy bude nulovy. To je splnéno jednak pro linearni ulohy (50), jednak pro
symetrické nelinearni dlohy.

Kovariance systému bude

N
Kiivir1 = Eyinyly = ZiEyiy! Z] + ZiEyiz), + (ZiEyz'ZiTH) +Ezi12]4

Stejnym postupem jako u stochastické Newmarkovy metody se ukaze, ze plati:

0 0O q
Ezi+1z;r+1 =0 ¢c 0|, c= (1 + Z b?) o’
0 0O i=1

kde nenulovy prvek ¢ je na pozici (n + 1,n + 1), je-li n délka vektoru U;. Pro vypocet
ZiEy;z], | plati rovnice analogicky k (73) a (74)

q
ZiEyizly, = ) Z]E;
j=1

Matice &; jsou definovany rovnici (73).

Numericky priklad Korelacni metoda s ARMA buzenim se v mnohém podoba stocha-
stické Newmarkové metodé. Protoze uziva linearni aproximaci budictho procesu, bude mit
s Newmarkovou metodou stejny rad presnosti. Pfesto dava v nékterych piipadech, zvlasté
pri vétsich délkach kroku, lepsi vysledky.

Pro priklad 1 jsou vysledné rozptyly pro 0.000035 X
jednotlivé typy buzeni vypsany v tabulce 5. 0.00003 /N
Pro porovnéani, tabulka 2 s vysledky New- 0.000025 (:I/,’r\\\\\ Korel. met.
markovy metody je na strané 39. 000002 1y AN Newm. met.
buzenfi piesné 0.000015  J o
At | AR(2) ARMA(2,1) feSeni 0.00001 1 J/
0.125 | 0.22255  0.23464 | 0.253115 | ° 107
0.01 | 0.25437 0.25437 5 10 15 20 25 s

Tabulka 5: Vysledky korela¢ni metody s ARMA  Obrazek 23: Odezva mostku pro exponen-
cialni modulaci, At = 0.125

buzenim pro piiklad 1
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Pro priklad 2 je v obrazku 23 vidét, Ze pro At = 0.125 dava korelac¢ni metoda s ARMA
buzenim mirné lepsi vysledek nez stochastickd Newmarkova metoda. Pro At = 0.01 jsou
vysledky obou metod shodné.

Obrazek porovnavajici feSeni tlohy se splajnovou modulaci obéma metodami by nebyl

N

cedur byl vypocet metodou korelaéni s ARMA buzenim zhruba 1.3x rychlejsi nez vypocet
stochastickou Newmarkovou metodou, 36 s oproti 50 s.

4.5 Metoda spektralnich rozklada

Ptvodni varianta metody spektralnich rozklad uvazuje rozklad nestacionarnich procesti na
pravé strané ve tvaru
v(t) = m(t) - v(t)

vs(t) — sloupcovy vektor stacionarnich gaussovskych procest

m(t) — ¢tvercova matice (m X m) deterministickych modula¢nich funkci. Matice m se
zpravidla uvazuje diagonélni.

Pocateéni podminky rovnice se zpravidla uvazuji homogenni, ¢imz se ma na mysli, Ze
zemétieseni zastihne budovu v klidu.

Vzhledem k tomu, Ze soustava je linedrni a buzeni se predpoklada gaussovské, bude i feSeni
gaussovské. Diky tomu posta¢i pro uplnou statistickou charakteristiku chovéni soustavy
stanoveni dvou prvnich stochastickych momentt - matematicky stfed a kovarian¢ni funkci.

Podle teorie stochastickych procesu lze napsat buzeni ve tvaru spektralniho rozkladu
popsaného vztahy

Vi(t) = vse(t) + vsa(t) (91)

vlt) = [ etam)

—00

takze
o
v(t) = m(t) (/ et dP(w) + Vsd(t)>
—0o0
vsa(t) — vektor matematickych stiedt stacionarni ¢asti buzeni vg(t)
Vse(t) — centrované ¢asti stacionarnich procesu vg(t)
® - spektralni diferencidly stacionarnich procest v (t). Podléhaji ortogonalité ve smyslu
E{d®(w1)®(w)™} = 0(w1 — w)Sy(w1)dwidw (92)
kde

Sy(w) — ¢Etvercova matice vzajemnych spektralnich hustot procest v ()

Reseni soustavy u(t) je rovnéz mozno psat ve tvaru integralniho rozkladu

u(t) = /_ T U, 1) dB(w) + uglt) (93)
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kde ug4(t) je deterministicka slozka feseni a U(w,t) — matice (n x m) nezndmych funkci.
Nahodny proces f_oooo U(w,t) d®(w) je centrovany diky linearité ulohy a predpokladanému
nulovému stfedu buzeni.

Dosadme vztahy (91) a (93) do rovnice (50). Predpolozme rovnéz, ze U(w,t) spliuje
predpoklady véty o derivovani za integra¢nim znaménkem. Tak vychazi

o0

Miiy(t) + Bt (t) + Cug(t) + / (MU(w, 1) + BUW?) + CU(w1)) d@(w) =

= —F (m(t)vse(t) + it m(t)vse(t) + m(t)vsq(t) + m(t)vsq(t)) — Gm(t) (vse(t) + vsq(t))
(94)
Aplikujme na predchozi rovnici operator matematického stfedu. Nebot v tomto piipadé je
matematicky stfed zaménny s integrovanim, centrované ¢asti nadhodnych procest vypadnou
a zbude jen deterministickd ¢ast rovnice

Mitg(t) + Bug(t) + Cug(t) = —(Frn(t) + Gm(t))v,a(t) — Fm(t)va(t)

ug(0)=0;  1g(0)=0

——T
~. . . s~ 2 . . 2 s % [ o0
Pro osamostatnéni stochastické ¢asti rovnice vynasobime napted rovnici faktorem [~ d®(w)

a na celek uplatnime matematicky st¥ed. Pouzitim vztahu (17) dostaneme

o0
/ (MU(w, t) + BU(w,t) + CU(w, t)) dw =
oo _ | | |
_ / (—F (ia(t)e + iwm(t)e") — G m(t)e") duw
—0o0
Nebot vztah musi platit pro kazdé ¢, plati rovnost i pro integrandy a vznikne rovnice pro
neznamou matici U(w, t)

MU (w,t) + BU(w, t) + CU(w,t) = — (F (ia(t) + iwm(t)) + G m(t)) e
Uwt)og=0;  Ulw t)’tzo =0 (95)

Pfi znalosti feSeni U(w,t) bude mozno spoé¢ist kovarian¢ni matici odezvy (93) z definice
(Eu(t) = uqy(t)). Pro dalsi apravy je nutno opét pouZit vztah (92)

Ku(t1,t2) = | (uttr) — wltr) (alta) - waie) |

. {/Z U(w1,t1)d‘1’(w1)/_z U(wz,tQ)d(I)(WQ)T:| _

— /_oo U(w, t1)Sy(w)U(w, t2)Hdw (96)

Regenf soustavy (95) je mozno nalézt pomoci Laplaceovy transformace. Vzhledem k
nulovym pocateénim podminkdm bude

(Mp? + Bp + C)U*(w,p) = —(Fp + G)m*(p — iw) + Fm(0)

Maticovy polynom Q(p) = (Mp? 4 Bp + C) na levé strané je mozno invertovat za piedpok-
ladu, Ze jeho zobecnéna vlastni ¢isla (kofeny determinantu) jsou nenulova a vesmeés rizna.
V takovém piipadé je mozno psat podle definice inverzni matice

Ql(p):’Aixp)‘:?Z"(S 1 ) SZZ‘AW-@)’ o7)

l
—~\ p—nm
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kde A(p), A(p), Aij(p) je determinant Q(p), jeho derivace a determinant algebraického
dopliku prvku ¢,5 v bodé p a p; jsou kofeny determinantu. Pro uvazované tlohy tvori
komplexné sdruzené dvojice.

Vypocet prvki rozkladu (97) je pomérné naro¢na operace, jakkoli neni nutno jej pocitat
uvedenym ztisobem pomoci determinanti. V pfiloze B je podrobné odvozena numericky
vhodnéjsi metoda.

Pro U* tak dostaneme

2n

U*(w,p) = (Sz

=1

- _pl) (—(Fp + G)m*(p — iw) + Fm(0))

a po zpétné transformaci

2n

/ (Sie?==57) (F (ra(7) + iwm(r)) + Gm(r))dr  (98)
=1y

Dosadime (98) do (96)

oo t1 to

ult1,t2) = ZSZ /// ep“t1 (pr—iew Tl) Sin(w, 71, 72) (ePrt2— Pk 1) ™2 ) dryd 7 dw sH

k=1

(99)
kde

Sim(w, 1, 72)=(Fm(r) + (lwF + G) m(71)) Sy (w)(Fm(72) + (iwF + G) m(TQ))T (100)

kde S,(w) je matice vzajemnych spektralnich hustot procest, které ptusobi na soustavu.
Nyni je t¥eba se vyporadat s integraly uvnit¥ rovnice (99). To je mozné v zasadé dvojim
zpisobem: numericky nebo analyticky.

Explicitni feSeni Nynfi jiz zalezi na konkrétni volbé modula¢ni funkce a spektralni hus-
toty budiciho procesu. Pro nékteré volby je mozno vy¢islit vSechny tfi integraly v rovnici
(99) explicitné.

UvaZzujme proto zjednoduSeny piipad, kdy modula¢ni matici je mozno psat m(t) =
w(t)mg, kde p(t) je skalarni funkce a my je diagonalni matice. Za tohoto predpokladu se
ukéze, ze po dosazeni (100) do (99) bude mozno vnitini integraly osamostatnit a definovat

t t
Xt pow) = & / W) PTdr ot pw) = et / Ar)ev9rdr  (101)
0 0

Po nepfijemném roznéasobeni vyjde

u(t1,t2) / S XmS, (w)m Y TS \xcy (t1, o, pr, pr, w)dw  (102)
X kl=1X Ye{F G}

kde

(p(t1, pr,w) + iwx(ts, pr,w)) (¢(t2, Pk, —w) — iwx(t2, P, —w))
(p(tr, pi,w) +iwx(tr, pi, w)) x(t2, P, —w)

xX(t1, pi, w) (@(t2, Pr, —w) — iwx(t2, Pk, —w))

x(t1, i, w)x(t2, Pr, —w)

AFF (1, t2, pr, P, w

ArG (t1, ta, pr, Pry w
AGF(t1, t2, pi, pr, w
AaaG(t1,ta, pry pr,w

) =
w) =
w) =
)=
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Dalsiho zjednoduSeni 1ze dosahnout predpokladem, ze matice S, (w) = Sp9)(w). V takovém
pripadé je mozno integraci provadét pouze pro skalarni funkce pro kazdy souc¢in predchozi
rovnice zvlast. Bude tedy tieba vyjadfit integraly funkci

o0
SOSO(tlvt'ZaplapQ) - / w(w)W(tlvpl)w)W(t27p27 —W) dw
)
S .
f7X(t, t2, p1, p2) :/ w!h(w)p(tr, pr,w)x(te, p2, —w)dw  j=0,1 (103)
—0o0

o0
fyxx(tlyt27p17p2) :/ w]w(W)X(tl,pl,W)X(tg,pQ,—CL)) dw ] :07172
—0o0
Diky tomu, Ze spektralni hustota ¢(w) je suda funkce, bude
[ (st p1,p2) = (= 1) f7X (20t 2, 1) (104)
Ze symetrie (104) plati je zfejmé z dosazeni:
o0 [e.e]
/ WJT/J(W)X(tl,PLW)‘P(thpQ,_W) dw = (_]—)J / ij(_W)CP(t%pQ,W)X(tl,ph_W) dw
—0o0 —0oQ

P1i pouziti substituce mOSOmOT = Sm prejde hledana matice kovarian¢nich funkei (102) ve
vyraz

() =3 Y SXSw Ysk/ Ay (1, £, i, pro o)

kl=1XYc{F,G} >
a integraly funkci Axy (-) budou mit vyjadfeni

o0
App = / ArE (1, b2, pr, pr,w)dw = f§7 (1, b2, pr1, D) — 1f] (61, to, pi, D) —
—o0
. 7iffx(t2,t17p7k‘apl) +f§<x(t17t2apl727k)
Arc = / ArG (t1, to, pi, Py w)dw = f7¥(t1, to, pr, D) + 1/ (t1, b2, pi, Dr)

—0o0

o0
Agr =/ AGr(t1, t2, o, pryw)dw = f7¥(t2, t1, P, 1) — 11 (t1, b2, o1, Dk

—00

o0
Aca =/ Aaa (t,te, pr, pr, w)dw = [ (t1, ta, b1, Pr)

- (105)

vvvvvv

t) = Z 11q(t)m
q=0

kde p4(t) jsou skalarni funkce a m, jsou diagonalni matice. Takovy rozklad umozni zavedeni
riznych modulaci pro jednotlivé slozky buzeni. Zobecnéni je pfimocaré: analogicky rovnici
(101) definujeme funkce

t t
Xq(t, p,w) = ept/ ,uq(T)e_(p_l‘”)TdT a pg(t,p,w) = ept/ i+ q(r)e” P Tdr
0 0

Mimo oznadeni mSom] = S, je jesté tieba dovybavit funkce typu f7X daldimi indexy
ffsxq. Kovarian¢ni matice dostane tvar

u(ti,to) = Z > sX ismqu;qY YTSs) (106)

kl=1XYe{F,G} s,q=1

Definice symboli AYy, pfirozend vyplyva, pokud se v rovnici (105) pouZiji symboly f%xq
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4.5.1 Heavisideova modulace

Nejjednodussi pripad je charakterizovan modulaci p(t) = h(t). Protoze Heavisideova skokovéa
funkce neni spojita v nule, uvazuje se derivace jako Diracova delta funkce, [i(t) = 0(t).
iwt

ePt — ¢

t
wtpw) =" [ e - h(t)
0

P — iw
t . 1
plt.pw) =" [ re T ar (o) - o)
0
Spektralni hustotu ¢ pro tentokrat uvazujeme ve tvaru spojitého AR(1) procesu

2

_%___*
1/’(“)) - T (a2+w2)
Integraly (103) budou mit tvar
0.2
fiplp(tlthaplapQ) = Zepltl"rPQtQ
i/g2erit , . o [ ;
FP (bt pripe) = — 55— <(—a)J(a —pa)e " 4 &P (a](a +p2) — 277%“))
2(a® — p3) .
(J = Oa 1)
) —i)Jepriti—atz i (ep2ta—aty _ gpiti+pata _ ga(t2—t1)
f;cx(tlthaplapQ) = O-Qa] ( ) + ( ) +
(a—p1)(a+p2) (a+p1)(a—p2)

902 (_j)Jepl(tlftz)pﬂl N ijepltlerztszQ (=012
(p1 +p2)(p] —a?)  (p1 +p2)(a® — p3)

pro t; > to. Modifikace uvedeného pfipadu pro AR(2) spektralni hustotu (ve tvaru (107))

je rovnéz mozna, byla provedena, nicméné vzorce jsou (vzhledem k okrajovému vyznamu

skokové modulace) nezajimavé. Vzorce pro AR(2) buzeni bylo pouzito pii numerickych

testech uvedenych dale v tomto odstavci.

Nebot metoda spektralnich rozklada, podobné jako metoda korelacni, je spise explicitni
vzorec TfeSeni nez numerickd metoda, bylo by zdhodno, aby davala presné hodnoty. Vskutku,
pro priklad 1 davad metoda hodnotu rozptylu feSeni pro ¢ = 8 rovnou 0.253112, coz presné
hodnota je. Narozdil od metody korela¢ni zde muzeme sledovat pfechodovy déj pii skokovém
nastupu buzeni, které je

0.0008 | é# l%/ vyjadifeno Heavisideovou modulaci.
0.0006 | I I | I I

SRR
0.0004 | v v hodnoty uzly mostku

v v x10~4 1,5 2.4 3
0-0002 t=8 | 1.93253 | 3.37277 | 4.19376

pfesné 1.932 3.373 4.194
1 2 3 4 s

Obrazek 24: Vypocet odezvy mostku na skokové Tabulka 6: Hodnoty rozptylu odezvy
buzeni metodou spektralnich rozkladu mostku pro t = 8.

7 vypoc¢tu tlohy 2 dostavame jiz pro ¢ = 8 hodnoty rozptylu numericky rovné asymp-
totickym hodnotédm stacionarni odezvy, pro porovnani jsou uvedené v tabulce 6 spolu s
kontrolni hodnotou rozptylu buzeni. Obrazek 24 ukazuje pribéh odezvy tésné po nastupu
buzeni. Vidime zde pochopitelny prechodovy jev, ktery jsme se vSak marné pokouseli mod-
elovat Newmarkovou metodou.
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4.5.2 Modulace dvojité exponencialy

Nyni uvazujme modulaci p(t) = h(t) (e~ — e7F!). Derivace v nule opét neexistuje, funkce
sama je tam vak spojita. Pro t > 0 uvazujeme derivaci [i(t) = —ae™* + Be Pt V bodé
t = 0 ji nahradime derivaci zprava, 1(0) = 8 — o a omezime se na piipad ¢ > 0

t ) (iw—B)t _ apt (iw—a)t _ .pt
W) =" [ prretrirar - S ‘

0 P+ 0 —iw P+ a—iw
t . e(iw—ﬁ)t o ept e(iw—a)t _ ept
ty ,CU = ept/ . e_(p_lw)Td = — N + (07 .
oltpw) OM(T) 4 Bp—i—ﬂ—lw P+ a—iw

Spektralni hustotu ¢ uvazujeme jako pro spojity AR(2) proces ve tvaru

by =T 2 (107)

7 (a? — w?)? + 4b%w?

Zavedme pomocnou funkei g
eiwtwj
T+ p1 — iw)(y +p2 +iw) ((a? — w?)? + 4b*w?)

q(tvl‘ayaplvp%jaw) = (

a druhou pomocnou funkei g (zkracené budeme psat ¢(t) namisto q(¢, z,y, p1,p2,J,w))
9(,y, b1, ta, p1, pa, jw) =€~ TR G(t —tg) — P22 g(—ty) — ePTTVRg (1) 4 P11 P22 (0)

Pro ozfejméni: na misto parametri x a y piijdou parametry « a # modula¢ni funkce. Tato
nova funkce g zavisi na w jiz pouze prostiednictvim funkce g. Proto jeji integral G

o0
G(xa%tlyt%pl:p%j):/ g(x,y,t1,t2, p1,p2, j,w)dw
— 00

bude mit Stejné VYjédfenija‘ko g() S dosazenym Q(t7 T,Y,Dp1,P2, .7) = ffooo Q(tv z,Y,P1, D2, j: w)dw
za q(-).

G() = ef:rtlfytzQ(tl —t9) — epZthtlQ(—tg) _ ep1t1fyt2Q(t1) 4 epltﬁpztzQ(O)
Z nasledujiciho vzorce bude vidét vztah uvazované modulaéni funkee pu(t) = h(t) (e~ — e A1),

pomocné funkce @ a hledanych funkei (103). Plati totiz (opét budeme vynechavat argumenty
t1,te, p1, P2, takZe napiiklad namisto dlouhého G(a, «, t1, ta, p1, p2,0) napiseme G(«, ., 0))

2a2b g2 9 9
f(P(P(th t27p17p2) - (a G(O[, «, 0) - BO[G(aJ ﬂ7 0) - /BaG(ﬁ7 «, 0) + ﬁ G(ﬂ7 67 0))
Qb 2
(s 1,01, p2) = 22T (—aGlay 0, ) + aGlas B, ) + BG(B, o, 1) — BG(B, B, 5))
2b 2
FXP (b1, t2, p1,p2) = 207007 aGla, ) + BG(a, B, ) + aG(B, . §) — BG(B, B, 3))
2a2b g2

f;(X(tth’pl,pQ) = (G(Oé,()é,j) - G(Oé,ﬁ,j) - G(B,Oé,j) +G(B,ﬂv.]))

Pripomenme vsak, Ze plati
f]X(p(tl)thphp?) = (_1)jf;’px(t27t17p2)pl)

Integral @ funkce q(¢,x,y, p1,p2,J) vypotteme pomoci residuové véty. Vysledkem bohuZzel
neni jednoduché funkce, dostaneme samostatné vyrazy pro zaporné a kladné ¢ jakoz i pro
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kladné resp. zaporné hodnoty Re(p; + =), Re(p2 + y). Jednotliva residua v bodech z; jsou
vy¢islena takto:

R L (1b+vaZ=p2)! e~ D+i Va2 b2t o=t (s VE
L™ (a4 —ivvVa?—?) (0-iVa2—02+p1ta) (~b+ivVal—b24paty) T T (1 + )
Ry — i(~1)7 (—ibtva?—p2)’ e~ (00— Va2 b2t Y 2
27 b(—a 02 4ibVar 8 (btiVaZ b tpita) (brivar b —pa—y) ' 2 (1 B )
Ry = § (i (V) =t (<ib+ V=)
3= b(—a2+b2+ib\/a2—b2) (b—i—i \/a2—b2—p1—93) (b+i \/&2—b2+p2+y) ! o 1o+
o  (b-iVa—52) ¢
= (=1) (1b+\/m)] e(b .
— 8 . — _ib — /a2 —_ 2
Ry = b(—a? 12 —ibVa?—07) (—b+i VAP0 +p1+a) (b—iVaa B tpaty) Ot t ( ib a?=b )
_ i (=i)? (p1+a)et (Prte) . s
s = (a*+2a? (p1+z)°+(p1+2)° (462 +(p1+2)°) ) (P1-+pa+z+y) 25 = —it(p + )
. —iid (p2+y) —t (p2+y) . .
Re = (a*+2a2 (p2+y)*+(p2+y)* (—46%+(p2+y)?) ) (pr+p2+z+y) 26 = it(p2 +y)

Residua pro pfipad nulového t vyjdou stejné jako pii dosazeni nulového ¢ do residui Ry az
Rg vyse pro poély vzniklé vypusténim ¢ z vyrazl pro z; az zg. Podle Jordanova lemmatu
bude integral Q(t,x,y,p1,p2,7) roven souctu residui v polech, jejichZz imaginarni ¢ast je
kladna,

Q(t,x,y,p1,p2,J) = 2mi(R1 + Ry + r5Rs +16Rs) ¢t >0
Q(t,z,y,p1,p2,j) = —2mi(R3 + Ry + (1 —r5)Rs + (1 —16)R) 1 <0

kde
1 pokud Im(z5) >0 a t >0 1 pokud Im(z6) >0 a t >0
rs =< 1 pokud Re(p1+2) <0 at=0 r¢ =< 1 pokud Re(po+y)>0at=0
0 jinak 0 jinak

Jak se ukazuje pii numerickych vypoctech, pro pfiklad 2 s exponencialni modulaci dava
metoda spektralnich rozkladi podobné vysledky jako stochastickd Newmarkova metoda a

Wighttedtoikoketadni 578 Bpdketalaendaklady 000025 /
jsou vlastné explicitni vzorec, je to spise / Spectral decompsition
pochvala zminénych numerickych metod. —0-00002 / / N\ - -z- _

L. . L . . i Stochastic Newmark
Nabizi se moznost srovnani vysledki ggoo15! [
vypoCtu odezvy mostku z pirikladu 2 /'/
metodou zobecnénou stochastickou New- ~ 0-00001 e :
markovou a metodou spektralnich rozk- 5. 1o-6 ,/’,//
ladi. Vysledek srovnéni je zobrazen na ’
obr. 25, feSeni vypoctené metodou spek- 5 10 15 20 25 S
tralnich rozkladi je naznaceno plnou  QOhrazek 25: Srovnani pritbéhu odezvy mostku
c¢arou a TeSeni Newmarkovo (At = 0.01) na exponencialni buzeni pro metodu spek-
carkované. tralnich rozkladii a metodu Newmarkovu.

4.5.3 Po ¢&astech polynomialni (splajnova) modulace

vvvvvv

Zde m, budou (diagonalni) matice urc¢ujici ,umisténi* funkce a pq4(t) = Z?:o g (t — te)h.
Neni t¥eba, aby matice m, tvorfily vyluény rozklad jednotkové matice; v pripadé spolecné
modulace pro celou soustavu budou vSechny jednotkové. Index k oznacuje ¢islo intervalu
déleni 0 = tp < ... < ty, [ mocninu v polynomu a d stupeni splajnu. Spektralni hustotu
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1 (w) spojitého AR(2) procesu buzeni uvazujeme opét ve tvaru (107), stejné jako v minulém
odstavci. Pro t € (tg, ty41) definujeme xqr(t, p,w) a @gi(t, p,w)

d d

t—tg .
Xqk(t, p,w) = ept/ Z agr'e”PTITAr = eb! Z g Ji(t — tg, p,w)
0 =0 1=0
t—t, 4 4 d
ak(t, pyw) = ept/ Z laggr' e P Tqr = et Z Logrrdi—1(t — tg, p, w)
0 =1 =1

kde

t
Jl(t,p,w):/ rle=(P—iw)T g,
0

P1i vypoctu se uplatni rekursivni pravidlo:

J—l(t’p7w) =0
1

1 .
Jit,p,w) = i —iw) <tle_(p_lw)t - lJl—l(t,p,w)) prol >0

Dale budte funkce x4 a ¢4 takové, ze

N N
Xq(tvpvw) = ept Z qu(min(t,tk+1),p,W) Soq(tapaw) = ept Z ¢Qk(min(t7tk+1)7p)w)
t];.:<0t ti:<0t

Podobné jako v minulém odstavci budiz pomocna funkce Qy,i, j (U1, V2, p1, p2) definovana
jako

U1 2 —oco ) )
Qu1, (V1,02,p1,p2) = / / T{l 752 / wih(w) e” P10 e (P2 i) T2, 47y iy
o Jo

—00

—R(r1,m2)
(108)
Nejvnitinéjsi integral R(7i,72) (pfes w) je mozno spocist podle residuové véty: za predpok-
ladu, ze parametry spektralni hustoty (107) jsou takové, ze a < b bude

(i (b + V= a@)) eV gV
a2 —b (b + \/W)

(i (b - v =a@)) eV om)ngo- Vi)
—a2+b (b - m)

1
R(m,m0) = §a202

N 2

Vnéjsi integraly pies 71 a 72 je rovnéz mozno spocist analyticky, jejich vyjadieni vSak
pro rozsahlost nebudeme uvadét. Pomoci vyse definované funkce @, 1, ; (108) lze napsat
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pomérné jednoduché vyjadieni funkei (103).

d d
FEEr (b, b, prpa) =€) Y > Y hila0gh; 1y Crkyly @1y —1,1a—1),0 (A1, A2, p1, p2)

k1=1 ko=1 [1=11[=1
by <t1 tg, <tz

d d
FE (bt prp2) =€) D DY 01 Okt Qs —1),12,5 (A1, A2, p1,p2)  j = 0,1

k1=1 ko=1 l1:1l2:0
tgy <t tg,<ta

d d
(e, pp2) = €3 > D> gkt Oty Qi 1oj (A1, g, p1,p2) J=0,1,2

k1=1 ko=1 [1=01y=0
by <t1 tpy <ta

(109)
kde e = ePrirtP22 A, = min(t;, tg, 1) — tg, pro i =1,2.

Nyni je vhodné uvést kratkou rekapitulaci. Vychodiskem pro piipad splajnové modulace
je rovnice (106). Za A3, se dosazuji podle rovnice (105) vyrazy (109). Velmi zjednoduSené
a nepfesné je mozno napsat pro matici K, (t1,t2) vyraz

2n T d
Z Z Z Se}(smqu:rslj—f| Z Z Z aqklllarkzlell,lz,j (AlaAQapmpf)

e,f=1s4=1X,YE{F,G} Jast o ka=l 13 0p=0
Ry <t1 tgy<t2

(110)
Vyraz (110) ukazuje slozitost celkového vypoctu. Pokud odhlédneme od pracnosti vypoctu
matic Sy, které vyzaduji feSeni tiplného problému vlastnich ¢isel, bude celkovy pocet vycisleni
funkce @ pro jednu dvojici (t1,t2) roven 36n2r?(d + 1)%*ns, ne,, kde ng: tp,—1 <t < t,, (&islo
tseku splajnu). Pro piiklad 2, uvadény v pribéhu této prace, a pro tja ty lezici v patém
intervalu modula¢niho kvadratického splajnu, kde kazda podpora mé sviij vlastni splajn, se
bude funkce @ vy¢islovat 810000 krat. Vhodnym preskupenim sumaci a vylou¢enim duplicit
je jisté mozno toto &islo snizit, nikoli vSak p#lis razantné. Na rozdil od pfipadu exponencialni
modulace zde totiz neplati symetrie mezi indexy.

Slozitost této metody neni tolik zévisla na dimenzi tlohy n, jak je tomu u korelaéni
metody. Matice S; maji hodnost 1, proto nemusi zabirat velikou pamét, matice oznacené
XrnSSmngT v rovnici (106) jsou zpravidla velmi fidké. Nicméné pii jemnéjsim déleni
modula¢niho splajnu muze pracnost metody narist nad inosnou mez. Rovnéz algoritmizace
metody je sloZita a bez pouziti programu Mathematica™ (Wolfram, 1999) takika nemys-
litelné.

Nezanedbatelnou vyhodou nicméné je, ze metoda jednoduSe umozni zjistovat odezvu
pro jednotlivé vlastni tvary konstrukce. V takovém pfipadé je vypocet vyrazné rychlejsi nez
pro kompletni systém.

Aplikace metody pro buzeni popsané evolu¢nim spektrem ¢i vicedroviiovym rozkla-
dem by vyzadovala bud uplatnéni predpokladu o zanedbatelné korelaci mezi jednotlivymi
slozkami buzeni, nebo jisty zasah do odvozenych vzorci. Bylo by potieba rozlisovat funkce
¢ a x tak, aby umoznily zadani dvou sad parametrt spektralnich hustot. Nemélo by to byt
obtizné, ale opét to zvysi slozitost celého problému.
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I pro splajnovou modulaci vychéaz{ feSeni
metodou spektralnich rozkladi a ryze nu-
merickymi metodami (korelaéni s ARMA
buzenim ¢i stochastickou Newmarkovou
metodou) velmi podobné. Na obrazku 26 je
vykreslen pribéh odezvy mostku na splajnem
modulované buzeni, jak bylo uzivano v celé
praci (viz obr. 16 na str. 41). Céarkované
vykreslené TeSeni ziskané korela¢ni metodou
s ARMA buzenim bohuzel (& spiSe bo-
hudik) splyva s plnou ¢arou feSeni metody
spektralnich rozkladi, takZze obrazek ptisobi
fadné. Shoda je zvlasté dulezitd s ohledem
na fakt, Ze vypocet spektralnich rozkladu je
velice strojové néro¢ny, a to i v soucasnych
vypocetnich podminkéch.

14+
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Obrézek 26: Casovy pribsh odezvy mostku

(pfiklad 2) na skutefné zemétieseni
(zdznam Sierra Madre) vyjadrené spla-
jnem, vypocet metodou spektralnich
rozklada



60 5 ZAVER

5 Zavér

Silna zemétfeseni vzdy byla a pfes zna¢né pokroky dnesni techniky stale ziistavaji obrovskymi
katastrofami. Obéti na Zzivotech si vybiraji zvIasté v méné rozvinutych zemich, kde neni
mozné realizovat stavby podle nejnovéjsich védeckych poznatki. Relativni bezpeci seizmicky
klidné Ceské kotliny néas svadi zapominat na hruzné duasledky piirodnich katastrof ¢i Spatné
navrzenych konstrukci, nicméné i u nas je tfeba dodrzovat predepsanou seismickou bezpecnost
pro kritické stavby.

Tvorba stavebnich norem je i ve svété v neustalém vyvoji. Vzdy se pifi tomto procesu
stfetavaji navrhy seismickych inZenyri, ktefi pozaduji vyuziti poslednich poznatki, projek-
tanti, ktefi se bohuzel ¢asto v problematice dostate¢né neorientuji, a investort, ktefi sice
chté&ji absolutné bezpecné stavby, ale za minimum penéz. Pokud vitézi spofivost investori,
miize to vést k desitkdm tisic obé&ti jako pfi zemétieseni Kocaeli v Turecku, 17. 8. 1999,
kdy zemfielo 16000 lidi. Bohuzel, i sebesofistikovanéjsi seismicky izolovana stavba podlehne
v pripadé, Ze k selhan{ dojde v zeming pod stavbou. Ze viak protiseismické ochrana staveb
miize byt G¢innd, je mozné ukazat jednoduse porovnanim napiiklad Gi¢inki podobné silnych
zemétiesenich v Arménii r. 1988 (26000 obéti) a zemétieseni Loma Prieta (18. 10. 1988) v
oblasti Los Angeles, zde zahynulo jen 61 lidi.

Teprve v posledni dobé je k dispozici pomérné zna¢né mnozstvi seizmickych zéznami,
umozinujici statistické zpracovani a davajici realné podklady pro stochastické metody v me-
chanice. Prilisny optimismus v8ak neni na misté, nebot jednotlivé seizmické udalosti se vza-
jemné moc nepodobaji. Pfes znacné Gsili, které vyvijeji zejména seismologové spolupracu-
jici na tvorbé stavebnich norem pro stavby seismicky namahané (napi. EUROCODE 8), je
hledani jednoduchych parametri kategorizujicich zemétieseni stale otevienym tkolem.
nych charakteristik odezvy konstrukci. Uvedené metody by vSak mohly najit uplatnéni i
ekonomice a jinych oborech.

Zaveéry prace je mozno shrnout do nékolika bodu

1. Seizmogramy jsou zna¢né nestacionarni déje, je vSak mozno je nahradit sou¢tem mod-
ulovanych stacionarnich procesi. Jejich nestacionarita nespo¢iva jen v proménné am-
plitudé v Case, ale i v proménnych frekvenc¢nich charakteristikach. Ukazuje se nicméné,
7e hlavni napor zemétieseni byvéa frekvencné pomérné kompaktni a slozky odpovidajici
jinym (vy88im) vyfeztm spektra mivaji fadové mensi amplitudy. Jejich vliv na sous-
tavu je pak vice méné zanedbatelny. Na zkoumanych zédznamech se rovnéz ukazuje,
ze v okamzicich maximalni aktivity je proces pomérné dobé gaussovsky (jinak tomu
uz byva pii doznivéni).

2. Otazka optimalni volby tvaru modula¢ni funkce ztstane vizdy na uZivateli a poZza-
davcich jeho aplikace. Jakkoli tato prace upfednostiiovala nejobecnéjsi splajnovou
modulaci, je mozné ji napiiklad pouzit pouze k urceni stacionarizované ¢asti a nasledné
jeji spektralni hustoty a k vlastnimu vypoc¢tu chovani soustavy je pak mozno pouZit
metodu s jinou, vypocetné jednodussi modulaci (napf. dvojitou exponencialu). Je viak
tfeba poukézat na nebezpedi jednoduchych rozkladi (tj. rozkladi vyhradné v ¢asové
oblasti), které vyrovnanim amplitud jinak slabych ¢asti zaznamu zkresluji spektralni
hustotu ¢asti (nej)silnéjsich.

3. V8echny uvadéné vypocetni metody jsou pouzitelné, jakkoli kazda pro trochu jiny
ucel:

(a) Pro rychly odhad rozptylu odezvy soustavy je vhodna zakladni forma korela¢ni
metody. Pro skuteéné hrubé, le¢ presto nazorné vyjadieni zakladnich charak-
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teristik odezvy dobfe poslouzi sama matice Dy popisujici chovani soustavy pri
stacionarnim buzeni (Heavisideova modulace, rovnice (80)).

(b) Pro ziskani pfesné hodnoty rozptylu odezvy soustavy v nékolika malo okamzicich
je vhodna metoda spektralnich rozkladt. Je dost dobfe mozné obé metody kom-
binovat, kdyZ spojime vypocet maticové exponencidly pro korela¢ni metodu s
reSenim tplného problému vlastnich ¢isel pro metodu spektralnich rozkladi.

(c) Metoda spektralnich rozkladi muze byt uspésné pouzita i pro neuplny systém
vlastnich vektort.

(d) Stochastickd Newmarkova metoda i korela¢ni metoda s ARMA buzenim jsou
numerické metody s vyhodami i nevyhodami z toho plynoucimi. Jsou pomérné
rychlé ale mirné citlivé na ¢asovy krok At. Z davodi veskrze osobnich davé autor
prednost té pozdéji jmenované, nicméné vysledky obou jsou velmi podobné

(e) Pro vicetaroviiové buzeni (buzeni zadané evoluénim spektrem) je mozno pouzit
bud'to korelacni metodu, nebo — za predpokladu zanedbatelné vzajemné korelace
jednotlivych slozek rozkladu — i metody ostatni, nicméné interpretaci vysledkt
je tfeba priklddat obzvlastni pozornost.

4. Vgechny tyto metody jsou deterministické, vyuzivaji deterministické postupy k popisu
stochastickych jevil. Z toho pramenf jak jejich sila, tak i slabost. Sila proto, ze poméhaji
odstranovat nejistotu nahodnosti ze zkoumanych tloh. Slabost v tom, Ze vstupni data
pro vypocet vznikaji odhadem ¢i pozorovanim ndhodného jevu a jsou proto znacéné
nejistd. Pomérné snadno se miize stéat, Zze chybny odhad spektralni hustoty vstupniho
procesu zcela znehodnoti vypocet. Pfi interpretaci vysledkii je proto vzdy na misté
maximéalni opatrnost.

5. Vyvoji stochastickych metod je vénovano pomérné velké wsili, jak se da soudit z poc¢tu
¢lankid s podobnou tematikou v odbornych casopisech. Zda se vsak, Ze je zanedbavano
asili o dostateéné vérny popis zemétieseni jakozto ndhodného procesu. Je mozné,
Ze bude nutno pouzivat vyssi fady ARMA modela & jiné, obecnéjsi tvary spekter.
Nutno priznat, ze i pres ur¢ity piinos predklddané prace, kterd byla ptvodné za-
méfena vyhradné na numerickou stranku problému, zistava v této oblasti mnoho
otazek nedofeSenych.

Je poctivé pripomenout, Ze zminéné metody se omezuji na pomérné tzky okruh problému
— na linearni diferencialni rovnice, modulované gaussovské buzeni o zndmé spektralni hus-
toté. Jiz dnes se objevuji prace, snazici se zmirnit ¢i odstranit nékteré z uvedenych omezu-
jicich predpokladii. Za vSechny uvedme naptiklad praci (Conte and Peng, 1997), uzivajici
evolu¢niho spektra k popisu zemétieseni ¢i prace (Zhang et al., 1999; To, 1986, 1992), které
rozsifuji stochastickou Newmarkovu metodu na (mirné) nelinearni tlohy. Kromé teoretick-
ych problémil ztstévaji i nékteré praktické otazky, jako napiiklad pouzitelnost metod pro
opravdu rozsahlé soustavy ¢ efektivni formulace (naprogramovéani) metody spektralnich
rozkladi.

Zemétieseni v obydlenych oblastech napacha vzdy obrovské skody. Predchazet zemétie-
senim se lidstvo zfejmé hned tak nenauci, pfedpovidani zemétieseni je stéle nejisté. Jedina
soucCasné obrana je pasivni: spo¢iva ve stavbé odolnych budov a pravé k tomu chtéla prispét
i pfedkladana prace.
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66 PRILOHA A

Priloha A

V prvni piiloze budou popsény piiklady pouzité pro testovani jednotlivych numerickych
metod

Priklad 1.

Jako prvni piiklad vezméme jednoduchy tlumeny oscilator buzeny pohybem (a rychlosti)
podloZi, reprezentovany jednou linearni diferencialni rovnici druhého stupné (odpovidajici
soustavé (50))

i(t) + crt(t) + agu(t) = Pov(t) + S10(t) (A1)

pfi¢emz buzeni v(t) uvazujeme jako spojity stacionarni AR(2) model
o(t) + Pro(t) + Pov(t) = w(t) (A.2)
kde w(t) je spojity bily sum o jednotkové intenzité. ProtoZe v tomto pifipadé uvazujeme

stacionarni buzeni, je mozné najit vyslednou disperzi odezvy presné:

Rovnice (A.1-A.2) miZeme pfevést na soustavu ¢tyt rovnic prvniho fadu

U 0 1 0 0 U 0
W | | —a —aa B B u/ n 0
v 0 0 0 1 v 0
’L')/ 0 0 —,80 _Bl U/ w

Pomoci Fourierovy transformace prenosové funkce muZeme vypocist spektrilni hustotu
feSeni u(t) (analogie rovnice (23)):

1 % '
%(W) - ' ((w2 _ ao)2 + w2a%> ((w2 - /30)2 + w2/3%)

Ve vypoctech pouzivame jako konkrétni hodnoty brat oy = 1,99, a9 =1, 51 = 18,72 a 5y =
243, 36. Rozptyl vysledného procesu (spocteny napiiklad jako integréal [ ¥, (w)dw pomoci
residuové véty) je pro nase vstupni data roven 0.253115. P¥i provadéni simula¢niho vypoctu
numerickym FeSenim soustavy rovnic (A.1-A.2), kde za vstup w(t) dosadime gaussovsky
nahodny proces s nulovym stiedem a varianci o2, = 1/At, byva variance vysledku okolo
0.25. Tento piiklad je uzivan pro kontrolu funkénosti metod pro skokovou modulaci a pro
specialni (umélou) splajnovou modulaci.

Pro metody pouZivajici jako ndhodné buzeni diskrétni AR(2) model byly namisto koe-
ficienti spojitého modelu AR(2) 5y a 51 pouZivany koeficienty z tabulky

| | At [ e | ar | b | ow | &
AR(2) 0.125 || -0.4783 | 0.2765 0.00307 0.9474 x 10~*
0.01 || -1.8042 | 0.8266 9.22x107° || 1.1025 x 1074
ARMA(2,1) | 0.125 || -0.473 | 0.270 -0.0618 0.00316 0.95993 x 10~*
0.01 || -1.8042 | 0.8266 | —2.83 x 10~7 | 9.22x107° || 1.1025 x 10712

Tabulka 7: koeficienty diskrétniho ARMA modelu pro piiklad 1
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Pro ¢asovy krok At = 0.125 neni aprox-
imace spektralni hustoty pfilis dobré, jak

35- i
ukazuje obrazek 27. Nicméné hodnoty vysled- 3. continuos ARE)
ného rozptylu o2 nejsou tak Spatné, presna 2.
hodnota je 2.
15.
2 1o —4 1.
oL = = 1.09754 x 10
2090 5.
. el . . 5 10 15 20 25 rad"
Aproximace spojitého procesu pro ¢asovy
krok At = 0.01 je vyrazné lepsi, na pripad- Obrazek 27: Aproximace diskrétnim
ném obrazku by obé€ kfivky splyvaly. ARMA procesem pro At = 0.125
Priklad 2
\Y \Y
Jako druhy priklad poslouzi vypocet hor- i ‘
izontalni odezvy jednoduchého mostku
modelovaného jako symetricky nosnik s T > 3 7 5
p&ti  koncentrovanymi hmotami na dvou ‘ @ @ @ ‘
pruznych podporach v koncovych bodech,
viz obr. 28. Vlastni frekvence konstrukce jsou
6.4,24.9,37.3,41.0,63.4 rad L. Obrazek 28: Nakres mostku pro piiklad 2

Seizmické buzeni se do konstrukce vnasi pres podpory s tuhosti Kg,p = 1.77 x 10° N/m
a ttlumem Bgyp = 0.98 x 10"Ns/m, tyto hodnoty se objevi v maticich G a F rovnice (50).
Matice hmotnosti v (50) je diagonalni, prvky jeji diagonaly jsou koncentrované hmotnosti
idedlnich uzlt 1-5 (viz obr. 28), My ... M5 = {1.24,1.15,0.9,1.15,1.25} x 10° kg. Matice B
je diagonalni rovnéz, s &isly {147.0,28.5,5.9,28.5,147.0} x 10° Ns/m na diagonéle. Cleny
symetrické matice C jsou rovny koeficientiim tuhosti ¢;; = Cf} nosniku, jen v koncovych
bodech se pridava tuhost podpor ci1 = ¢55 = C’fll + Kgyp- Tak nakonec dostavdme matici

0.000175 L3
0.00015
200 —52 36.7 —9.17 1.53 0.000125

141 135 55 —-9.17 0.0001 1

C= 195 135  36.7 %107 0.000075
sym 141 —52 0.00005
200 N1 0000025

1 2 3 4 5 Grad"

Obréazek 29: Spektralni hustota

V textu se s timto piikladem pouziva AR(2)

spektralni hustota o parametrech (obrazek 31) odezvy mostku na stacionarni

buzeni o spektralni hustoté (A.3).

_ _ _ Cisla u kiivek odpovidaji ¢islim
a; =0.74, ap=6.28, IH =0.0017334 (A.3) uzlit na obr. 28

nebo spektralni hustota vypoctena ze stacionarizované ¢asti opraveného zaznamu horizontal-
niho posunu zemétieseni Sierra Madre, 28. ¢ervna 1991 ze stanice Altadena, Eaton Canyon
Park, smér vychod-zédpad. V tom piipadé mé pouzitd AR(2) spektralni hustota hodnoty
(viz obréazek 32)

a1 = 3.18571, agp = 29.0536, Iy = 268.253 (A.4)
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’ H pro spektralni hustotu (A.3) .

At al as b1 Oy 02
0.125 || —1.7598 | 0.8493 | —1.5156-10~° | 0.0009
0.01 || —1.99156 | 0.9922 | —1.61-10"10 [432.1076 | *

pro spektralni hustotu (A.4)

0.01 || —1.9658 [ 0.96864 | —2.6-10~° [ 0.001611 B
Obrazek 30: Dvojite ex-
Tabulka 8: Koeficienty diskrétniho ARMA modelu pro piiklad ponencialni  modula¢ni
9 funkce
0.15
0.00008 0125
0.00006 0.1
0.075
0.00004 0.05
0.00002 0.025
2 4 6 8 10 12 ldrad
3 2 5 6 gt Obrézek 32: Sp. hustota skute¢ného zemétie-

1 2
Obrézek 31: Sp. hustota (A.3) (umély piipad) sen{

V piipadé pouziti jednotkové skokové modulace buzeni o spektralni hustoté (A.3) v obou
krajnich podpérach, bude (asymptoticky) rozptyl stacionarniho feSeni v bodech 1, 2 a 3
roven po fadé 0.000193146, 0.000337111, 0.000419181. Rozptyl v bodech 4 a 5 je v ptipadé
symetrického buzeni stejny jako v bodech 2 a 1. Uvedené hodnoty byly ziskdny numerickou
integraci explicitni spektralni hustoty feseni (obrazek 29) a jsou na 3—4 platné ¢islice rovny
diagonalnim hodnotam matice Dy z rovnice (81), udavajici asymptotické stacionarni feseni
pomoci korela¢ni metody.
Jako dalsi modula¢ni funkee je pro tento piiklad pouZivana dvojita exponenciala (obrazek
30)
o—0.125¢ _ ,—0.25¢ (A.5)

a splajnova aproximace zminéného zaznamu zemétieseni Sierra Madre.
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Priloha B

MOTIVACE.

P1i feseni odezvy konstrukei piisobené nestaciondrnim ndhodnym buzenim, jak je uvedeno
pii popisu metody spektralnich rozkladi nebo napiiklad v (Néaprstek and Fischer, 1993), se
objevuje rovnice

AU(w,t) + BU(w,t) + CU(w, t) = f(w, 1) (B.1)

kde A, B, C jsou realné symetrické matice, U(w,t) deterministicka funkce popisujici trans-
formaci ndhodného buzeni a F je vhodné pravé strana. Uzitim Laplaceovy transformace je
mozno prepsat problém do tvaru

(Ap® + Bp + C)U*(w,p) = Q(p)U*(w,p) = F*(w,p)
a Tesit
U*(w,p) = Q(p) ' (w, p)
Jak je ukdzano v (Gohberg et al., 1982), inverze polynomu Q(p)~! je moZna psat ve tvaru
sumy

Q)" = zn: <S . +8; - ) (B.2)

J A
S\ p—pj P
kde p; jsou kofeny det Q(p) a matice S; je mozno vyhodné pocitat jako

S; = xjij (B.3)
kde x; jsou vlastni vektory polynomu Q(p) spliiujici podminky (B.12). Regenf (B.1) se
potom da psat ve tvaru

2n t
U(w,t):ZSj/O ePi =T (W, 7)dT (B.4)
j=1

ZAKLADNI POJMY

Znaceni a zakladni pojmy uvadime podle (Gohberg et al., 1982). Lemma, umoznujici
formulovat vypocetné vhodny tvar, je ptivodni.

Definice. Budiz L(\) = Zé’:o AN maticovy polynom, kde A; jsou ¢tvercové matice
Fadu n. Vlastnim ¢islem A maticového polynomu budeme rozumét koren det L(\). Odpovi-
dagicim (pravgm) vlastnim vektorem maticového polynomu bude kaZdé netrividlni feSeni

rovnice
l

LOA)x =) AjXNx=0 (B.5)
j=0

Linearizace maticového polynomu je zpusob, jak prevést nelinearni problém na stan-
dardni vypocet klasickych (linearnich) vlastnich &isel. Nejprve zavedeme ekvivalenci mati-
covych polynomu:

Definice Dva maticové polynomy M(X),N(A) jsou spolu ekvivalentni (IM(X) ~ N(\)),
jestlize existugi maticové polynomy E(X),F(X) s nenulovgm konstantnim determinantem
takové, Ze

M(\) = EQ)N(A\)F())

Jak je primo z predpokladi vidét, determinanty polynomt M a N se lis{ jen nasobnou
konstantou, takZe oba maji stejné kofeny. (Determinant soucinu je soucin determinantii.)



70 PRILOHA B

Definice Linearizaci maticového polynomu L(\) rozumime linedrni maticovy polynom
L(X) = I\ — A dimenze In ekvivalentni polynomu

L(A) 0
0 ILxp
kde symbolem 1,x, rozumime jednotkovou matici dimenze p = (I —1)n. Nékdy se linearizact
nazyva téZ sama linearizaéni matice A.
Linearizace maticového polynomu neni jednozna¢na, avSak zcela zfejmé plati, Ze jsou-li

(IXN — A) a (IX — B) dvé linearizace téhoz polynomu, budou matice A a B sobé podobné.
Lineariza¢ni matici polynomu L(\) = Zé‘:o A\ je napriklad matice

0 I 0

By B: ... B
Pro svou jednoduchost se takovato linearizace hodi k vypoctu vlastnich ¢isel i vektort.

Definice Jordanuv Fetézec odpovidajici vlastnimu cislu Ao maticového polynomu L(\)
budou Feseni x; rovnice

‘1
D SLPN)xi =0 i=1,....k
p=0p'

Symbolem LP) rozumime derivaci.

Poznamka: Pro polynom nemusi byt x; linearné nezavislé.

Blokovy zéapis. Budiz X = [xq,...,X] matice, jejiz sloupce jsou vektory Jordanova
fetézce odpovidajici vlastnimu éislu Ag, ozna¢me J; odpovidajici Jordanovu buiiku, pak

o 1 - 0
k ‘ .
ST AXF =0 Je=| O M 1
=0 g

0 - o A

Definice. Standardni dvojice maticového polynomu bude takovd dvojice matic (X, T),
Ze matice dimenze (nl X nl)

X
XT
Q= :
AXTH!
bude reguldrni a
l
> AXT =0
0

Dvojice nejsou definici ureny jednozna¢né, ovSem jestlize T ma Jordaniv tvar, pak k
nf jiz bude existovat jedind matice X: jeji sloupce jsou vektory odpovidajicich Jordanovych
fetézci. Posledné zminéna dvojice (X, T) se nazyva Jordanova dvojice.

Bude-li T diagonalni, budou sloupce X piimo (pravé) vlastni vektory, tj. feSeni (B.5).
Pro lineariza¢ni matici A pak plati

AQ =QT
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Tento problém je mozno fesit pouzitim standardnich metod (procedur) linearni algebry pro
hledani vlastnich ¢isel. Nékdy je vyhodné vyuzit specidlni tvar lineariza¢ni matice a odvodit
vlastni formulaci nékteré ze standardnich metod. Jednoduse to jde napf. u mocninné metody
(Wilkinson, 1965):

Budiz [ = 2, A a ug budte aproximace hledané¢ho vlastniho &isla a vektoru, vg = Aug.
Zobecnéné itera¢ni pravidlo pak pravi:

(AQ/\2 + Al/\ + Ao)yk+1 = A()Xk — Ag)\yk
AXpy1 = Yetel — Xk
Definice Jordanovou trojici se nazgvd trojice (X, T,Y), kde (X, T) je Jordanova dvojice
a proY plati:

XTY = 0 i=0,...,1—1
I

AlXTl—lY — (B6)

Lemma Jsou-li vlastni ¢isla problému nenulovéi a matice A; je regularni, fadky matice
Y tvorii levé vlastni vektory polynomu L(\),

k
> TIYA; =0 (B.7)
§=0

Dikaz: Budiz | = 2. Vychodiskem diikazu je linearizace

o) ()

.m_( T1 0O . _ X :
Je-li T = < 0 T, > v Jordanové tvaru a Q = ( XT ), bude platit
0 I I 0
(5 4 )a- (1 L )ar

Pfenasobenim maticemi Q! vyjde

(1 0 0 I _
(0 ) () ome

Q Q

Matici Q™! je mozno zapsat jako Q! = <
Qs Q4

), kde Q; i = 1,...,4 jsou ¢tvercové

bloky. Po roznasobeni vyjde

( ~QA;'A) Q1 — QA A > _ ( T:Q: T:iQq ) (B.9)
—QuASTA) Q3 — QuAL A, T2Q3 T2Q4 '

7 rovnosti prvnich sloupcii vyplyne

Q = —-T;'QuA;'Ag
Q: = T, 'QuA;'Ag

coz dosazeno do druhych sloupcii (B.9) a maticové zapsano da

. QA" B Q2A2_1) _ (Q2>
* <Q4A21>A0 <Q4A21 A=T{ q
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-1
Po dosazeni Y = Q! < 0_1 > = < Q2A2,1 >, a po vynasobeni matici T zleva vyjde
Ay QiA,
—YAy— TYA; = T?YA,

Dikaz pro obecné [ se povede analogicky, klicovym krokem dikazu bude analogicky jako
vySe rozepsani oznaceni Q! = ( Q1 Qy ... Q ), kde Q; i = 1,...,1 jsou sloupcové
bloky. O

INVERZE MATICOVEHO POLYNOMU

Budeme nyni i nadéle pfedpokladat, ze A; je regularni. Pak podle (Gohberg et al., 1982)
pro inverzi maticového polynomu plati

L) ' =X\ -T)'Y (B.10)

Je-li T diagonalni (T = diag()\;)), tzn. vlastni ¢isla A; jsou v8echna jednoduché, bude

1
(M - T)~! = diag <A — &-)

a podle pravidel o maticovém nasobeni je mozno rovnici (B.10) rozepsat

In
(L)~ = Z:j A_lijjy} B.11)

kde x; jsou sloupce X a y]T jsou Tddky Y.

S ohledem na feSenou tlohu je moZzno se omezit na pripad, kdy jsou vSechny A; sy-
metrické a T diagonalni a regulérni s vesmés riznymi prvky. Y je definovani podminkami
(B.6). Je tieba ukazat, existuje matice D takova, ze YD = X.

o7 — (Z AiYTDTi)T
- Z T'DYA,
= Y DTTDYA,; = Y T'YA,

Symbol DT* znamena i-nasobnou transpozici. Posledni rovnice (viz (B.7)) implikuje symetrii
D ¢i vztah DT = TD. Pro jednotlivé prvky d;; z toho plyne, Ze d; j = 0 & f—; # 1.

To znamena, ze ma-li T své diagonélni ¢leny navzajem rizné, bude D diagonalni a
regularni. K tomuto vysledku je mozno dojit i jinou tvahou: Za uvedenych predpokladt
tieti ¢len Jordanovy trojice tvoii levé vlastni vektory polynomu. Pro symetrické matice A ;
pravé jsou vlastni vektory zaroven levymi a naopak. Nutné se tedy sloupce YT a X lisf jen
nésobnou konstantou, coz je jinymi slovy pozadavek na diagonalitu D.

Za uvedenych predpokladi je tedy mozno nalézt takové (pravé) vlastni vektory X, Ze
(X, T,XT") bude Jordanova trojice. Podminky (B.6) je moZno psét

XTY = 0 i=0,...,1—1 (B.12)
AXTEYY =1 (B.13)

APLIKACE
Budiz | = 2, A; realné, symetrické a bud As regularni, T diagonélni a regularni s

navzajem ruznymi prvky.
Pro vypoéet rozkladu inverze polynomu L(A)~! je moZno postupovat nasledovné:
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1. Provede se feseni linedrniho problému vlastnich ¢isel s lineariza¢ni matici. Vysledkem
bude dvojice matic (X, T).

2. Namisto vypoctu levych vlastnich vektori je mozno hledat matici D, pro niz YT =
XD. Z predpokladii je znamo, ze bude existovat a ze bude diagonalni.

Podle (B.6) bude
XDXT 0
A = B.14
( A, XTDXT ) ( I ) (B-14)

Dosazenim A = XD do (B.14) prejde rovnice do tvaru

( AZ};S(T ) AT = ( (I) ) (B.15)

Nebot (A)i; = x;jd; a hodnoty x;; jsou znamy, postaci fesit soustavu (B.15) pouze pro
jeden sloupec matice A a odpovidajici sloupec pravé strany. Volba takového sloupce
zélez{ na rozlozeni nulovych prvka v fddcich matice X.

Diagonalni prvky matice D se vypoc¢tou prostym podélenim hodnotami vybraného
fadku matice X (prvek po prvku), tedy di; = Aj;/x;; pokud se pouzil k vypoctu
sloupec j.

Nakonec je mozno dosadit X = }NC\/D, tim se z dalsiho matice D vyloudi.

3. Hledané matice S; pak je pak mozno vypocist podle (B.3), kde za x; se berou sloupce
matice X.
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Priloha C

V této piiloze uvedeme piikady analyzy nékolika (viceméné ndhodné) vybranych sesimo-
grami. Jde o vzorek z souboru ¢&itajictho zhruba sto analyz.

CORRECTED RECORD of SIERRA MADRE EARTHQUAKE JUNE 28, 1991 07:43 PDT
ORIGIN(CIT): 06/28/91, 14:43:54.5 GMT) !
RECORDED at ALTADENA - EATON CANYON PARKI1

34.177N, 118.096W SMA-1 S/N 0758!
CHAN 1: 90 DEG CHAN 2: UP CHAN 3: 0 DEG
1
DT= .020 SEC UNITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM

file:/cdrom/seizm.dat/s_madre/altadena.v2

Acceleration Velocity Displacement
7.5 0.6
150 5 0.4
100 2
_ 30 40
50 26730 40 25 205040 B2
~100 -5 -0.6
-150 -75 -0.8
Spline nodes :{-1, 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45}
coefs. B-spl for acceleration:
{194.156, 12.4283, 31.0308, 12.221, 8.00441, 3.93479, 4.11706, 3.81548}
coefs. B-spl for velocity:
{11.8977, 2.45973, 2.47984, 2.84459, 0.730016, 0.426276, 0.505159, 0.52812}
coefs. B-spl for displacement:
{11.8977, 2.45973, 2.47984, 2.84459, 0.730016, 0.426276, 0.505159, 0.52812}
Acceleration Velocity Displacement
175 8
150
125 6
100 4
75
50 2
25

10 20 30 40 10 20 30 40

Stationary part

Acceleration

3
2
1

-1
-2
-3

Spectral density

Acceleration Velocity Displacement
0.1
0.08
0.06
0.04
002

- D W

2 4 6 8101214 2 4 6 8101214 2 4 6 8101214

Continuous ARMA (2,1) coefficients

Acceleration: {o1, ap, B ,0}={12.7396, 44.0136, -0.825991, 5.8172}
Velocity : {o, ap, B1 ,0}={3.45988, 29.9831, -0.328801, 7.02708}
Displacement: {a:, oo, B:1 ,0}={2.82179, 28.0879, -0.00079686, 70.7323}
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CORRECTED RECORD of BIG BEAR EARTHQUAKE JUNE 28, 1992 08:05 PDT
ORIGIN (USGS): 06/28/92, 15:05:30.5 UTC
RECORDED at SAN BERNARDINO - E & HOSPITALITY, 34.065N, 117.292W SSA-1 S/N 0557
CHAN 3: 180 DEG
HYPOCENTER 34.201N, 116.826W, H=7KM. ML=6.5(CIT),MS=6.6 (NEIC),MW=6.4 (CIT)
DT=0.01 SEC UNITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM
Acceleration Velocity Displacement

100

50

0 80 100

=50

-100

Spline nodes :{-10, 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110}

coefs. B-spl for acceleration:
{46.7287, 373.145, 103.36, 67.0732, 30.4195, 28.7341, 20.3233, 13.8094, 7.10955, 20.396}

coefs. B-spl for velocity:
{2.2148, 55.1819, 14.5608, 15.284, 7.05867, 6.59088, 6.25365, 4.42341, 1.91791, 2.79574}

coefs. B-spl for displacement:
{2.2148, 55.1819, 14.5608, 15.284, 7.05867, 6.59088, 6.25365, 4.42341, 1.91791, 2.79574}

Acceleration Velocity Displacement
100 12
80 10
60 8
40

20 i

bl H.lm RANA A e

20 40 60 80 100 " 20 40 60 80 100

Stationary part

Acceleration Velocity
3
2
]

-1 0
-2
-3
-4

|
oo~ N [\OIE A 0)]

Spectral density

Acceleration Velocity Displacement
0.05 0.2 1'17.2 '
0.04 0.15 1.25
0.03 1
0.1 0.75
0.02 \ 72
0.01 0.05 0.25

2 46 8101214 2 4 6 8101214 2 4 6 8101214

Continuous ARMA(2,1) coefficients

Acceleration: {on, ay, B1 ,0}={4.93828, 8.9876, -3.91899, 0.674337}
Velocity s {on, oo, B1 ,0)={1.62674, 4.56095, -2.60894, 0.703085}
Displacement: {a;, oo, B ,o0}={1.12688, 3.89817, -1.77384, 2.08269}
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CORRECTED RECORD of BIG BEAR EARTHQUAKE JUNE 28, 1992 08:05 PDT
ORIGIN(USGS): 06/28/92, 15:05:30.5 UTC
RECORDED at BIG BEAR LAKE - CIVIC CENTER GROUNDS, 34.238N, 116.935W DSA-1 S/N 0302
CHAN 2: UP
HYPOCENTER 34.201N, 116.826W, H=7KM. ML=6.5(CIT),MS=6.6 (NEIC),MW=6.4 (CIT)
DT=0.01 SEC UNITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM
Acceleration Velocity Displacement
150 5 2
100 25
50
640750 80 o% 50 40 50 60
s -2 30 40 50 60
-150 -0 -1
Spline nodes :{-10, 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70}
coefs. B-spl for acceleration:
{573.78, 188.254, 0.299402, 24.4503, 23.0035, 9.95232}
coefs. B-spl for velocity:
{26.3988, 5.31947, 2.61405, 0.972214, 0.926842, 0.722592}
coefs. B-spl for displacement:
{26.3988, 5.31947, 2.61405, 0.972214, 0.926842, 0.722592}
Acceleration Velocity Displacement
2.
10 5
8 2
6 1.5
4 1
2 0.5
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Stationary part
Acceleration Velocity Displacement
7.5
5
25
-25 0
-5
-7.5

Spectral density

0.007 Acceleration Velocity ) Displacement
8882 0.08

0.004 0.06

0.003 0.04

0.002

0.001 | _, g 0.02

2 46 8101214 2 4 6 8101214 2 4 6 8101214

Continuous ARMA(2,1) coefficients

Acceleration: {on, oy, B1 ,0}={2.36557, 17.4593, -0.440174, 0.925294}
Velocity : {on, oy, B1 ,0}={3.01176, 7.85411, 0.895417, 2.31487}
Displacement: {o1, @y, B1 ,0}={1.69114, 2.51976, -0.917327, 6.15045}



7

CORRECTED RECORD of OFFSHORE EUREKA EARTHQUAKE OF 1 SEP 1994
ORIGIN(BRK): 09/01/94, 15:15:52.3 GMT
RECORDED at EUREKA - HUMBOLDT BAY BRIDGE,
40.822N, 124.169W SSA-2 S/N 0851 ( 3 CHNS OF 6 AT STA)
CHAN 3: 90 DEG
HYPOCENTER 40.424N, 125.844W, H=25KM ML=6.8 (BRK); MW=7.2 (NEIC)
DT=0.01 SEC UNITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM
file: /cdrom/seizm.dat/eureka.s94/abutment.v2

Acceleration Velocity Displacement
20
10

-10
-20

Spline nodes :{-1, 0, 1, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 60, 70, 75}

coefs. B-spl for acceleration:
{3.14035, 14.2452, 8.36839, 42.1548, 7.3114, 20.0915, 8.95281, 7.89153, 14.2, 5.74743, 17.4077, 5.0309}

coefs. B-spl for velocity:
{0.317835, 0.294243, 1.47682, 8.73823,
0.488241, 3.62351, 0.379114, 3.09881, 6.37039, 1.82778, 8.0127, 1.81718}

coefs. B-spl for displacement:
{0.317835, 0.294243, 1.47682, 8.73823,
0.488241, 3.62351, 0.379114, 3.09881, 6.37039, 1.82778, 8.0127, 1.81718}

Acceleration Velocity Displacement

N ow A

10 20 30 40 50 60

Stationary part

Acceleration Displacement

IS

0 20 30" 40 50 60

Spectral density

Acceleration Velocity Displacement
0.15
0.125
0.1
0.075
0.05
0.025

/] 5 10 15x200\25 2 4 6 8101214 "2 46 8101214

Continuous ARMA(2,1) coefficients

Acceleration: {oy, ag, B1 ,0}={19.5145, 141.769, 0.016193, 71.5993}
Velocity : {ai1, ag, B1 ,0}={1.90287, 2.06913, -2.66401, 0.686908}
Displacement: {a;, ap, B1 ,0}={4.62041, 3.58493, -1.78521, 7.58152}
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CORRECTED RECORD of SANTA CRUZ MTNS (LOMA PRIETA) EARTHQUAKE OCTOBER 17, 1989 17:04 PDT
ORIGIN(BRK): ORIGIN(USGS): 10/18/89, 00:04:02.2 GMT

RECORDED at AGNEW - AGNEWS STATE HOSPITAL, 37.397N, 121.952W SMA-1 S/N 1589
CHAN 1: 90 DEG

HYPOCENTER 37.037N, 121.883W, H=18KM. ML=7.0 (BRK). MS=7.1(NEIS)

DT=0.01 SEC UNTITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM

file:/cdrom/seizm.dat/eureka.s9%94/agnew.v2

Acceleration Velocity Displacement
150
100 5
50
50 30 -5
-100
-150 ~10
Spline nodes :{-5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40}
coefs. B-spl for acceleration:
{61.9623, 214.364, 6.94657, 67.0245, 16.5765, 36.9877}
coefs. B-spl for velocity:
{4.79294, 56.3625, 12.8272, 17.966, 8.70456, 13.3316}
coefs. B-spl for displacement:
{4.79294, 56.3625, 12.8272, 17.966, 8.70456, 13.3316}
Acceleration Velocity Displacement
150 171%
125
100 125
75 10
7.5
50 5
25 | o M o
ATVt 25 4 it
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Stationary part
Acceleration Velocity

Spectral density

Acceleration Velocity Displacement
0.07 0.1 | 0.3
0.05 0.08 0.25 /"
0.05
0.04 0.06 0.2
g %
0.01 : 0.02 o 0.05 —_
2 4 6 8101214 "2 4 6 8101214 2 4 6 8101214

Continuous ARMA (2,1) coefficients

Acceleration: {o1, op, Bi ,0}={3.83594, 38.2856, -0.183714, 10.0899}
Velocity : {aa, oo, B ,0}={3.31476, 31.4383, 0.0414563, 14.0461}
Displacement: {o1, oy, Bi ,0}={7.40733, 40.126, 0.000380996, 50.8087}
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CORRECTED RECORD of LANDERS EARTHQUAKE JUNE 28, 1992 04:58 PDT1
ORIGIN(USGS): 06/28/92, 11:57:34.1 UTC)
RECORDED at HEMET - STETSON AVE FIRE STATION/

33.729N, 116.979W SMA-1 S/N 2572!
CHAN 3: 0 DEG

HYPOCENTER (USGS) : 34.217N,116.433W, H=9KM. MS=7.5(NEIC), MW=7.4(CIT)0
DT=  .020 SEC UNTTS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM

file:/home/cyril/scilab/orig/Landers/hemet.v2

Acceleration Velocity

Displacement

75
50
25

-25
-50
-75

Spline nodes :{-10, 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90}

coefs. B-spl for acceleration:
{100.388, 177.715, 211.408, 147.387, 59.3702, 44.2702, 18.5547, 18.6487}

coefs. B-spl for velocity:
{6.08657, 18.225, 13.4352, 14.655, 8.32479, 6.11489, 3.37636, 3.08632}

coefs. B-spl for displacement:
{6.08657, 18.225, 13.4352, 14.655, 8.32479, 6.11489, 3.37636, 3.08632}

Acceleration Velocity Displacement

“ P whO
0000 ==
(VNS Yo TN VNN

40 60

Stationary part

Acceleration 3 Velocity Displacement
2 i
Alaa‘l B
ap 0
Ak kLTAY
_2 2 |
-4 -6
Spectral density
Acceleration Velocity Displacement
0.05 0.1 f
0.04 0.08
0.03 0.06
0.02 0.04
0.01 0.02

2468101214~ ‘ 4 6 8101214

Continuous ARMA(2,1) coefficients

Acceleration: {on, og, B1 ,0}={4.40308, 41.9793, 0.584356, 3.70575}
Velocity : {o1, ag, B1 ,0}={3.82461, 30.4639, 0.265779, 8.50774}
Displacement: {a;, oo, B1 ,0}={1.01779, 1.38675, -2.00736, 1.56511}
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CORRECTED RECORD of KOCAELI (TURKEY) 17. 8. 1999 01:39
ORIGIN(BRK): 08/17/99, 00:01:39.0 GMT

RECORDED at Izmit-Meteoroloji Istasyonu 40.790N
CHAN 1: O DEG

HYPOCENTER 40.702N 29.987E
DT=0.01 SEC UNITS: CM/SEC/SEC, CM/SEC, CM
file:/cdrom/cor/001231[XYZ]A.COR

Acceleration Velocity

10 0.2
5 0.1
-5 -0.1
-10 -0.2
-15 -0.3

Spline nodes :{-1, 1, 5, 10, 25, 33, 35, 37, 40, 50, 60}

coefs. B-spl for acceleration:

PRILOHA C

29.960E SMA-1

MB=6.3 MS=7.8 Epicentral Distance 39%km

Displacement

0.004
0.002

-0.002
-0.004
-0.006

{17.1454, 39.0028, 7.06624, 6.77938, 0.58919, 14.831, 2.35702, 4.88237}

coefs. B-spl for velocity:

{0.33884, 0.77446, 0.137606, 0.136293, 0.00965496, 0.293387, 0.0467887, 0.0970951}

coefs. B-spl for displacement:

{0.33884, 0.77446, 0.137606, 0.136293, 0.00965496, 0.293387, 0.0467887, 0.0970951}

Acceleration Velocity

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Stationary part

Acceleration Velocity

Spectral density

Velocity

Acceleration

10 20 30 40 10 20 30 40

Continuous ARMA(2,1) coefficients

Acceleration: {a1, oo, B ,0}={19.4205, 165.377, -0.231224,
{on, ap, B1 ,0}={19.1373, 165.484, -0.22824,
Displacement: {o1, o, B1 ,0}={18.4916, 165.585, -0.24832¢,

Velocity

Displacement
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

10 20 30 40 50

Displacement

100

-100
-200

Displacement

10 20 30 40

26.9796)
27.1674}
1249.04}



